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1 Vorwort

In der Vorlesung Mechanik | (Statik) werden die wichtigsten Grundlagen der Statik
erlautert. Hierbei werden exemplarische Beispiele zum Vorlesungsstoff in der
Vorlesung vorgerechnet. In der durch Tutoren betreuten Gruppenubung soll der
Vorlesungsstoff durch selbsténdiges Rechnen der Ubungsaufgaben vertieft werden.

Ziel der Veranstaltung ist, Studenten in die Lage zu versetzen, selbstandig statische
Probleme des Ingenieurwesens zu formulieren und zu I6sen und damit die fachlichen
Voraussetzungen fur die Teilnahme an weiterfuhrenden Fachvorlesungen zu erfullen.

Der stichwortartige Text der nachfolgenden Vorlesungsmitschrift
ist nur zum Gebrauch wahrend der Vorlesung bestimmt und
macht weder die Teilnahme an der Vorlesung noch das
erganzende Literaturstudium tberfliissig!

Leider kann trotz eingehender und grindlicher Prifung nicht ausgeschlossen
werden, dass sich Tippfehler eingeschlichen haben. Zur Beseitigung der Mangel
bitten wir alle Studierenden diese Fehler den Tutoren der vorlesungsbegleitenden
Gruppenubung mitzuteilen, damit diese baldigst korrigiert werden konnen.

Stand Okt 05 3
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2 Kraftbegriff

Eine Kraft ist eine
physikalische Grosse
die durch:

e Betrag
¢ Richtung
e Angriffspunkt

}Wirkungslinie

definiert ist.

2.1 Kraftvektor
Betrag und Richtung der Kraft kdnnen mathematisch als Vektor dargestellt werden

e inder Ebene:

Fop | B
F=Fe, + F.e,
y | Richtungsvektoren
F i
Kraftkomponenten
3 F,
e im Raum:
F=Fe,+Fe, +Fzg,
FX
F={F,
FZ

Stand Okt 05 4
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2.2 Krafte am Punkt in der Ebene

Zwei an einem Punkt P angreifende Krifte kénnen zu einer Resultierenden R
zusammengefasst werden.

I:‘Ix + F2x = Rx
F, +Fy =R,

Beispiel:
= [22N = [ 15N
F1_{1,5N} ! FZ_{—Z,QN} -

Betrag der Resultierenden:

R=[R/=RZ+R? ~396N

2.2.1 Gleichgewicht am Punkt

]
I

3,7N
-14N

Wenn die Resultierende der Krafte an einem Punkt gleich Null ist, entsteht an
diesem Punkt keine Wirkung (wie z. B. eine Bewegung) und man spricht von
Gleichgewicht:

Zn:Fiy =0
=

> F, =0 (imRaum)
i=1

Stand Okt 05 )
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2.3 Beispiele (Zentrale Kraftesysteme)

Gegeben sind die Gewichte G4, G, und
Gs, die sich in der gezeichneten Lage im
Gleichgewicht befinden.
Welche Winkel stellen sich an den
Verbindungsseilen ein?

S;=G,

RINON @

S,

G,
y

G L>X
2) Gleichgewicht:

Kraftegleichgewicht am Teilsystem Il

>'F, =0=-G,cosa, +G,cosa, (1)

> F,=0=G;,sina, +G,sina, -G, (2)

Stand Okt 05 6
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Einschub: Einheitskreis

nach Pythagoras: sin0
R’ =sin’ p+cos’ ¢ u

cosl]

mitR =1:
1=sin” ¢ + cos® ¢

3) Auflésung:
aus (1): G,”cos®a, =G, cos® a,

aus (2): G, sin’a, =(G, -G, sina, )

(1)+(2): Gf[sin2 o, + COs> OHJ =G,” -2G,G, sina, + G, sin a, + G,” cos® a,
1

G’ =G,” +G,” -2G,G, sina,

. G, +G," -G/
sina, =
2G,G,
(G,”+G,* -G,
o, = arcsin
2G,G,

) G, +G-G2)
aus (2): G,"sin’a, =[G, ——2 3 =

2G,
2 2 2
o, = arcsin Gy Gy +Gy =G, j
G, 2GG,
2 2 2 2
_ arcsin| 2% =C2 ~Gs +G,
2GG,
2 2 2
= arcsin G -G, +G,
2GG,

Stand Okt 05 7



\-Il-frclzer;:ri\z(fg?atlxl(ecrlanik ! ?U:D[H:"}II]

Arbeitsbereich Mechanik |

2. Beispiel: Zentrale Kraftegruppe im Raum

Gegeben:
Flaggenmast mit Abmessungen a und der (Wind-) Kraft F

Gesucht:
Seilkrafte und Kraft im Flaggenmast

1) Freikorperbild:

Stand Okt 05 8
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2) Gleichgewicht (vektorielle Darstellung):

mit: §1 :‘31 “€gq » éz :‘éz‘-ész , é3 :‘és"é%

- e Ortsvektor

dabei ist e == = Richtungsvektor
he| Betrag des Ortsvektors

angewendet auf e, €5, und €g,

So ergibt sich fiir S, (S,,S, und F entsprechend):

— - . . . I,
S, = ‘81‘.es1 mit  eg = ‘FOP’S1‘,
0P,S1
-a
wobei Tpg=14-2ap und [feq|= J(=af +(-2af + (- 2a)f =3a ist
—-2a
Damit ist der Kraftvektor S, (mit S¢ als Kurzschreibweise fur ‘31‘):

R -a 1
s-si -2l
—2a 2
—_—

—a a
S;i—2a 1 +5,¢—2a L
0| V(-aY +(~2af +(-2af oa| V(@) +(-2a) +(-2a)
0 0 0
+S;9 0 L +F31$=+0
k—Za 2a o] o

Stand Okt 05 9
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3) Auflosung:

(33) (31) (31)
v~ —N
-% ¥ 0[S, 0
_2 —% 0[S,t=i-F
—y —z 1|ls,| | o
A X = b

S, = %F

= S,=%F

S, =-F

Einschub: Lineares Gleichungssystem in Matrixschreibweise
A-X=b
\—> Vektor der rechten Seite (gegebene Belastung)
Vektor der unbekannten (gesuchten) Seil und Stabkrafte S,, S, und S,
Koeffizienten- oder Systemmatrix (Systemstruktur)

Losung z.B. Uber Gaul3-Algorithmus

Stand Okt 05 10
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3 Gleichgewicht des starren Korpers

3.1 Moment

Definition Kraftepaar: 2 gleichgroRe, entgegengesetzt wirkende Krafte auf
parallelen Wirkungslinien

Beispiel: = Was muss im Sinne gleicher Wirkung beachtet werden, wenn die
Kraft F in den Punkt P parallel verschoben werden soll?

h=Hebelarm

Kraftepaar

Die Einzelkraft F hat in Bezug zum Punkt P eine linksdrehende Wirkung (erstes Bild).
Das Hinzufigen zweier entgegengesetzter, gleichgrolder Krafte am Punkt P andert
an der Wirkung nichts, die Summe aller Krafte ist unverandert. Die Einzelkraft und
eine der, im Abstand h hinzugefigten Krafte bilden ein Kraftepaar, das die
Drehwirkung der Kraft F abbildet (mittleres Bild). Die Drehwirkung des Kraftepaares
wird als Moment M abgebildet (rechtes Bild).

Es gilt:
M=h-F mit  F : Kraftbetrag
h : Hebelarm des Kraftepaars

Definition des Momentes:
Ein Moment M hat:
e einen Betrag
e einen Drehsinn
e keine Wirkungslinie (d.h. das Kréaftepaar kann ohne Anderung der Wirkung an
beliebigen Stellen am Koérper angreifen)

Einheit des Moments: Nm = Newton-Meter

Stand Okt 05 11
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Genauso wie man mehrere Krafte an einem Punkt P zu einer Resultierenden
zusammenfassen kann, kann man deren Momente zu einem resultierenden Moment
Mgr zusammenfassen:

F,

hi: jeweils das Lot der Drehwirkung der Krafte Resultierenden

Wirkungslinie einer  bezuglich des Punktes P GrolRen
Kraft F zum Punkt P M, =h, -F, S
R= ZFi
bzw. Hebelarm der M, =h, -F, =
Kraft F. M. =h.-F n n

Merke: Eine Kraft hat keine Drehwirkung bzw. Moment bez. einer Drehachse,
wenn
die Wirkungslinie der Kraft durch die Drehachse zeigt
oder die Kraft parallel zur Drehachse ist

3.2 Momentenvektor

Fir raumliche Probleme kann das Moment einer Kraft bezliglich eines Punktes P mit
Hilfe des Kreuzproduktes aufgestellt werden:

M®) = F xF mit  M® : Momentenvektor bzgl. des Punktes P
F : Kraft
r . Ortsvektor vom Punkt P zur Wirkungslinie der
Kraft F

Wie zuvor lassen sich einzelne Momentenvektoren zu einem resultierenden Moment
zusammenfassen:

|\A/IR: ” Mizzn:‘xﬁ
i1

i=1

-l

Stand Okt 05 12
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Beispiel: Momentenvektor einer Kraft F bezuglich des

Koordinatenursprungs

Gesucht: Resultierendes Moment MR(O)
yi

F, A F

|
|

A

2

a
Ja® +b?

als Komponente: M.” =F,-a=F.cosa-a=F-

M. = Ire| - F| - sing- €,

tanao =

cosa =

a
va? +b?

mir ¢ als einschlieRendem Winkel von Ortsvektor rr und Kraft F

Kreuzprodukt: M. = xF

| R Ry 0 hier im Beispiel :
xF=¢-r -F,+r,-F =< 0 FoF.re =0
e Fy, =Ty - Fy e - F, My TersF, =0
. = a
= ‘rFxF‘szx-Fy:a-

Vaz+b?

Stand Okt 05
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3.3 Gleichgewicht des starren Korpers im Raum

Ein nicht gebundener starrer Korper hat 6 Bewegungsmoglichkeiten bzw.
Freiheitsgrade im Raum:
¢ 3 translatorische Freiheitsgrade entlang der Achsen x-, y- und z-
¢ 3 rotatorische Freiheitsgrade um die Achsen x-, y- und z-
Damit Gleichgewicht moglich ist, sind 6
Bindungen erforderlich. Diese
Bindungen lassen sich mit den
Gleichgewichtsbedingungen:

n

SE=0, YM®-0
i=1

i=1

oder in Komponenten: F,
ZFix = 0’ ZMix(O)
ZFiy =0, zMiy(O)
ZFiz = 0’ ZMiz(O)

Berechnen: Ein starrer Korper ist im Gleichgewicht, wenn die Summe aller
angreifenden Krafte und die Summe aller angreifenden Momente gleich Null ist!

Il I
o o o

Fur ebene Probleme reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade eines starren
Korpers auf 3 (2 Translationen + 1 Rotation). Dementsprechend stehen 3
Gleichgewichtsbedingungen zur Berechnung der drei Bindungen Verfliigung:

>F=0 , YFR=0 ,  ¥M7-0

Stand Okt 05 14
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3.4 Beispiele

Vorbereitung fiir die folgenden Aufgaben:
Lagersymbole:

Festlager: zweiwertiges Lager, d.h. es kann 2 Reaktionen Ubertragen. Es
|&sst eine Drehung, aber keine Verschiebung zu.

Symbol: m@n

—
A, T
Reaktionen: A,
Loslager: einwertiges Lager, d.h. es kann nur 1 Reaktion Ubertragen. Es

lasst sowohl eine Drehung als auch eine Verschiebung zu (hier
horizontal, aber auch vertikal oder beliebige Anstellungen

moglich).
Symbol: /77777%
Reaktion: AvT

Beispiel: Trager auf zwei Lagern

Gegeben ist ein durch eine Kraft F belasteter Balken, der mit einem Fest- und einem
Loslager abgestutzt wird.

Mechanisches Modell

F
Balken | ! |
1TTTTTTTITT
Festlager Loslager
- a —~—p
Gesucht: Krafte in den Lagern

Stand Okt 05 15
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1) Freikorperbild:

(1)

(2)
3)

hgy und hr:  Hebelarme der Krafte By und F zum Punkt A

X ' B
A, B,
| - ‘ﬁ
2) Gleichgewicht:
ZFiX = O = Ax
>F,=0=A, +B, -F
ZMi(A) ~0=(a+b)-B, - a-F
M) Moment um Punkt A
3) Auflosen:
a
aus (3 B, = F
D PTae
a
aus (2 A, =B +F=- F+F=
) ! Y a+b

Beispiel: Trager mit fester Einspannung

P
A
le L >
[l g
1) Freikorperbild
M P
N\ Y
A -]
7 F
Ay
Stand Okt 05
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2) Gleichgewicht:

> F,=0=-A +F (1)
ZFiy :OZAV -P (2)
SM*=0=M, -P-L (3)

3) Auflosen:

>
[
-

aus (1):
aus (2):
aus (3):

>
I
-

<
I

-
—

Beispiel (2D): Balken auf 3 Stiitzen

YA
7a G 7a |
<€ > :l
=X ! P tano =—
Y 4 A
o
4a 3a tanp=—
v
A
3a

Wie grol3 sind die Krafte in den Stutzen?

'

1) Freikorperbild:

Stand Okt 05 17
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2) Gleichgewicht:
>F=0=8,+S,+S,+G

55 ey ooy -aa) 7S48
oS oo ot o) i)

0

S, = 83{_01} , G= G{_ 1}

Bezugspunkt fur Momentengleichgewicht so wahlen, dass moglichst die
Ortsvektoren T zu den Wirkungslinien der Kréafte F, zu Nullvektoren werden.

Hier:

ZMi(P):f)zﬁxé1+F2xéz+F3xS3+ngé

{—14a} P {— 73}
0 ’ 910
3) Auflosen:

ZM?P):ﬁzﬁx§1+@xé

['1:

r,,, =0, wenn P als Bezugspunkt gewahlt wird.

©x \ ® \\ ° \\ S &
fxG=f7a 0 .0 |-7a 0 =7aGe,
0 -G 0 "0 -G
& \éy \(\/ éz\\/—éx - e,
£ xS, =|-14a To T o J-14a 0 -2ass
3 - 4 />\ />\\3 \ 4
-3S, -5, 0 -3S, -5,
DM, =0= %a& +7aG
D F,=0= _ES1 —LS2 3 Gleichungen — 3 Unbekannte!
5 58
4 3
SF, =0 =581~ 755 ~6-S,

Stand Okt 05
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Beispiel (3D): Tisch auf 6 Stutzen

Ein Tisch auf 6 Stutzen wird durch das Eigengewicht der Tischplatte belastet.

Gesucht: S, 56

Vorgehen (allgemein):
1) Freikorperbild
2) Gleichgewicht
3) Auflésen

1) Freikorperbild:

Stand Okt 05 19
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a) ohne Symmetrie:

Gewichtskraft und Stabkrafte:
_ 0 . 0 - 0 - 1 (=2
TS eft) senafd
. 1(0 . 1 (0 . 1 (=2
eogff) aenall) wenald

Zur Berechnung der Momentenvektoren werden die Ortsvektoren N bzgl. des
Drehpunktes (hier Ursprung) benatigt:

(0 . (2a [ 2a _ (a
L=r=|0], L=rL=|a|, k=rL=|—-al, ,=10
0 0 0 0
Daraus lassen sich die Momentenvektoren F xS, bestimmen:
- 2a 0 a-0 1
nxS,=|-a|xS,| 0 |=/2a-01(5,=|21S,-a
0 -1 0-0 0
L 2a 0 -a-0 -1
nxS,=|a xS, 0 |=2a-01{S,=| 2 |S,-a
-1 0-0 0

. (2a _2\ (-a-0 e
Ex8, | a|x>2| 0 |=|2a-0|>L=] 2|32
0 1) (0+2aJv5 (2] 45

Stand Okt 05 20
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damit ergeben sich aus (1):

(0 0 -2)g (0
SN

und aus (2):

>M =0=>FxF —(é]& -a+[21]82 -a+£21

0

2

s,
V2

0 S,
(e

S3-aJr ; Sq-a
V5 |-2) 5

Durch  Ubertragen in  Matrixschreibweise ergibt
Gleichungssystem:
Is]
0O 0 -2 0 0 -2||g 0
0O 0 O 1 -1 0]|7 0
1 -1 -1 -1 -1 -1 |¥|_| G
1 -1 -1 0 O 11°(s/_ || O
2 2 2 0 0 2 ss/ﬁ -G
0 0 2 0 0 -2||73 |o
L - Sy L
L /5]
2) Auflosen des Gleichungssystems
3) To 0-2 0 0 -2]0] =35
4 0 0 0 1 -1 0] 0 = S:=Ss
5 -1 -1 -1 -1 -1 1| G
6 1 -1 -1 0 O 1 0] = §,=8,
7 2 2 2 0 0 2|-G
3 0 0 2 0 0 -2 0—333236
aus (3) und (8): S;=5,=0
aus (7) mit (9) und (6): 2S5,+2S,=-G
G
S,=S,=—
1 2 4
. G G S, S
aus (5) mit (10) und(4): —+—-—"~A-2=G
(®) mit (10) und(4): 472 -2
25, _G
V22
84285__\/§G: G
4 2.2

Stand Okt 05
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b) unter Beachtung der Symmetrie:

S5 =S4
S1=9;
Sz = Sg

> F,=0=-8,cosp—S;cosp
d _SG=S3 = S3=SG=0

Seitenansicht:

S.sin0] u SesinC] l G

S,sinld i
S, u s, u S,sin]

> F,=0=-8,-S,-S;sina-S,sina.-G

S, =S,=8;sina=S§,sina

- S1:Szzst,,sinoczsllsinocz—9

G

> Si=Ss " 4sina

mit @ =45° = |, =S, =——C

Stand Okt 05 22
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Einschub: Superposition

Superposition ist die Zusammensetzung einzelner (in der Regel einfacher)
Lastfalle zum Gesamt- Lastsystem:

Beispiel:
Lastfall 1 Lastfall 2
F, F, l F,

X - + X
A ‘By AW‘ ‘BW sz' ‘B

‘4—a—><—a—><fa—>‘

Die Lagerreaktion des Gesamtsystems ergibt sich aus der Summe der
Lagerreaktionen der einzelnen Lastfalle:

A=A, +A,
Ax = A1x + A2x
B, =B, +B,,

Achtung! Das Superpositionsprinzip gilt nur fur lineare Systeme.
(In der Vorlesung TM | werden fast nur lineare Systeme
betrachtet.)

Beispiel:

Eine Gruppe Wanderer moéchte trockenen Fulles einen Bach Uberqueren. Dazu
verbinden sie zwei zufillig dort liegende Aste mit den Strimpfen eines
Gruppenmitglieds. Sie knoten die FulRenden von Socke 1 und 2 im Abstand a
zueinander an Ast | und die anderen Enden der Socken an Ast Il und legen diese
Konstruktion (L=4m, a=1m) Uber den Bach. Freundlicherweise steht im
Wascheschild der Strimpfe deren zulassige Zugkraft F,, = 500N. Der schwerste
Wanderer wiegt 90kg.

Kdénnen die Wanderer den Bach trocken Uberqueren? (Gesucht ist also die maximale
in den Strumpfen auftretende Zugkraft.)

Stand Okt 05 23
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Schritt 1:  Berechnung der Lagerreaktionen

1) Freikorperbild:

X , Fmax

Al

2) Gleichgewicht und Auflosen:

>M*=0=A,(2L+a)-F,(2L+a-x)

AV:megEiili
2L +a

> MA =0=F,, -x-B(2L+a)
X

Bv “Phax 5y
2L +a

Stand Okt 05
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Schritt 2:  Berechnung der Krafte in den Strimpfen

1) Freikorperbild:

Freikorperbild der Strimpfe:
S, j S,
S, S,
2) Gleichgewicht und Auflosen:

max

L L-

SM® =0=A, L-F,,(L-x)-S,-a
= SZZ'AV'__Fmax X
a

_p A+va-x L . (-x

a 2L+a a a

M) =0=A,L+a)-F,,(L+a-x)+S,-a

(L+a_X)_AvL+a:Fmax _Fmax

a a a 2L +a a

L+a-x) 2L+a-x L+a

= S1 = I:max

Wie grol} ist die Kraft S1, wenn der dickste Wanderer auf dem ersten Strumpf steht?

L+af o (A+a)a-(L+a) -2

<0

S,(x=L)=F,,, —F “Foo i)
1(X ) max max (2'. N a). a max (2'. + a)_ a max (2|_ + a). a
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Hat die Wanderergruppe eine Konstruktion gewahlt, die die zulassige Zugkraft der
Strimpfe maximal ausnutzt?

Nein!

Strumpf 1 wird nur durch Druckkrafte beansprucht. Da die Striumpfe keine
Druckkréafte aufnenmen kénnen, ist Position 1 kein sinnvoller Ort. Die Aste
stltzen sich an dieser Stelle gegenseitig ab, ohne dass Strumpf 1 belastet
wird. Geeigneter ist die Anordnung beider Strumpfe an Punkt 2 (siehe Skizze).

Damit die Konstruktion in dieser Anordnung die Wanderer sicher tragt, muss
S, <2-F,, sein.

zul

SZZFmax 2I__+_a_x'£_|:max (L_X)<2'qul
2L+a a a
max L+a .§<2'qul
2L+a a

Die Strimpfe rei3en also bei

<> 2 Fu (2L+a)-a_ 2-500 (8+1)-1

F L+a  90-981 4+1

max

~
~

Auch diese Konstruktion sollte der schwerste Wanderer nicht betreten!
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4 Schwerpunkt

An welcher Stelle und mit welcher Kraft H
muss das gewichtslose Brett unterstitzt
werden, damit es sich im Gleichgewicht

befindet?

Gleichgewicht:

>F, =0=H-Ymg
=1

ZM

= H=

m,g m,g myg

HHE

k

Y

Zmig
Zx mg

=0=H-xg - Zx mg = Xg=-1——

H

Entsprechend gilt fir die anderen Koordinatenrichtungen:

Stand Okt 05
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Beispiel: Schwerpunkt zusammengesetzter Flachen

yi
Gesucht: - 5a -
Koordinaten xs, ys des
Gesamtschwerpunkts T @
}u ‘\
S 2
e B @
Sl @
\\\
1
x;
Schwerpunktstabelle:
Korper i Xi Yi m; Statische Momente
X; - yi-m,
1 a/ 3a/ A, -t -p, = 3a° 3a0 94
2 2 1 1 1 2 2
R 25 35
2 5% | 73 |Actop, 25| D0 | e
28 44
— 2 £0 53 % s
2 8a 5 5

Damit ergibt sich:

C 28
X;m;, 733
S n 2
8a 8 4
mi
i=1
n 44
m 53
y_i_‘|yl |_23 _ga_ﬂa
° 8a>. 8 4
m

n
i
i=1
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Beispiel: Dreieckslast
Gesucht: Krafte in Aund B L
Gegeben: Dreiecksformige Platte
1) a=2m
) L=4m
3) t=20cm (Dicke)
)

4) p=7810"9 (Dichte)
m

Gleichgewicht mit Ersatzkraft:

dA P ° dA = q(x)-dx
fe—— X -
dx
_» 4—
0 0 % x| _aq
— _ 10 _ 0
ZFIV H—.[q(x>dx = H—.cl).q(X)dX—T'?o —7'.

qO X3 L2
H-x — =Qy
L 3 °3
Damit ergibt sich:
L2
Ix a(x)dx Qo3 2
[COTRNN
qix)ax =
%2
Lagerreaktionen:
H
szlH
1 1 5, - 2H
A, 2L 1L B, 3
3 3
« T e

Stand Okt 05
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Alternative Losung:
Bestimmung der Flachenlast g (aquivalente Dreiecksflache), die das Gewicht

des Dreiecks reprasentiert. Dazu wird zunachst die Gewichtskraft G aus dem
Gesamtgewicht ermittelt:

L-a

2
, . 1 G
Dreiecksflache: G :quL =S q, = z.r
X G x
X)= -—:2._._
- CI( ) Yo L L
Bestimmung des Schwerpunktsabstands xs:
Ix q x)dx
Iq (x)dx
2G - 2
x-q(x)dx = 2—x2dx———x3 =ZGL
'[ q v I 3P | 3

L

L 2
_[qx)dx 2GX -G
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4.1 Flachenschwerpunkt

[ xdA [ydA
S = s — ¢ .
Xg = und vy, =
j dA j dA
Formal;

A= jdA = j(jdy)dx = Summation an Uber y einer beliebigen Stelle x
A= J'dA = j(jdx)dy — Summation Uiber x an einer beliebigen Stelle y

a) Summation zunachst Ubery:

Stand Okt 05
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Zur Schwerpunktsberechnung fehlt noch das ,statisches Moment* = deA:
by by
al a a a a b a b ) b 3
jdi :I jxdy dx = Ix- _[dy dx:J-x- —X |dx :j—x dx =—-
of O 0 o 0 a 0 a a

oder alternativ:

b| a b 1 ) 1a2 )
jdi:j jxdx dyzj‘(ga _EFy jdy

1., 1a° , 1.2 2 2
=|=ay—— —a‘b-—-ab=—ab
(2 Y 6b2yl 2
Tz 5
Damit: xS:?’1 :ga
—ab =

Beispiel: Kreis in kartesischen Koordinaten

y A
Kreisgleichung:
— [RZ _ X2
a Y R*=x%+y?
& y=+4R*-x?

IIIIIIIIII/ 7

dA = dx - dy
R(VRZ-x* R

A= IdA I( Idy}dx :IVRZ - x*dx Z%(XMHQZ arcsin%jr

A o ) o o

Lésung aus Integraltafel (z.B. Bronstein)

2 2

1 (R\/R2 ~R? —0yR? - 0? )+ Rz[arcsinE —arcsin gj = R—arc:sin(1) _Rn
2 R R 2 4
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Statisches Moment:
JRZ_x2

J.di = Ix-{ :[ddex = (F:x-\/R2 —x?dx = —%(R2 —xz)% ) =%R3

[¢]

Losung aus Integraltafel

Schwerpunkt:
153
y _deA_gR _4R
) IdA R’n  3n
4

Beispiel: Kreis in Polarkoordinaten
Dabei gilt folgender Zusammenhang zwischen Kart. Koordinaten (e,,e,) und

Polarkoordinaten (e,,e, ):

Eo .
X =rcoso 1 X &
[}
y =rsine
r? cos® ¢ +r?sin’ ¢ =r? r
o o
e,
dA =r-de-dr y A
2R 2 (o2 2 2 dr »N\_-rd
R R°nt R°n X Ao
A=[dA=[[rdrdg = [| = |dp =2 = >
e[ -5
-7 dA
X

Statisches Moment:
3 3

2R % R3 R x R
— . — R = —|.q] 2 N
jx~dA —:[‘C[I’COS(p rdrd(p_:[( 3 jCOS(pd(p—( 3 j sing? = 3
Schwerpunkt:
4R

X =—
* 3r
Aus Symmetriegrunden gilt: Ys = Xs

Uber die Rucktransformation mit x, =r coso,,y, =r,sing, findet man
schlieBlich:

42

s 3

R und (ps=%
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5 Fachwerke

Einleitende Fragestellung:

Gegeben ist das folgende aus Staben zusammengesetzte Tragwerk

Gesucht: Stabkrafte

5.1 Knotenpunktverfahren

Anwendung des ,Knotenpunktverfahrens®:

Vorgehen:
1) Freikorperbild
2) Auflagerkrafte
3) Gleichgewicht an allen Knoten:  Fir jedem Knoten »'F, =0
Reihenfolge:
Zuerst Betrachtung von Knoten mit h6chstens 2 unbekannten Kraften
4) Probe mit letztem Knoten
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Anwendung auf Beispiel von oben:
1) Freikorperbild: (kann in das Fachwerk eingezeichnet werden)

2) Auflagerkrafte (zunachst Lastfall: F = 0;P =0):
SF, 0-A, I P
> MP =0=F-3a-A,-4a+P-a AH—Z% %

3 1

= A, =—F+-P
4 4 A BV
>M* =0=F-a-B,-4a+P-3a
= B, =1F+§P
4 4

3) Gleichgewichte an den Knoten:

Knoten I:
s,
- T>F =A,+S,-2=0=8,=-%A, =-32F-L2P
: —>>F =0=A,+S,2+S, = S,=-S,2=A,=3F+1P
AV
Knoten II: TZFy: =—S1§—F—S3@
F 2 V2 V2
= 8y =-S,-LF=—ZF+P

4
s/ NS 2IR0=S-Sus, g
S; _g 2 V2 _ _

Krg)tenlll: TszzozgsaﬁL@Ss

\/s = S, =-S5, =2F-L2p
- —>>F,=0=-S,+S; 28, +28;
2 6

= S;=S,++/2S, =1F+3P

S

Weiterrechnen fuhrt auf S;. Aus Symmetrie zu S erkennt man jedoch:
S, =-%2p_aizf
4 4

Kontrolle (rechtes Lager):
"> F,=0=4S,+B,

2
=B, =-2S =2P+1F
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5.2 Ritter-Schnitt (Ritter’'sches Schnittverfahren)

Vorgehen in der Ebene:
1. Schnitt durch 3 Stabe, deren Wirkungslinien sich nicht in einem einzigen Punkt
treffen durfen
2. Lagerkrafte am Gesamtsystem
3. Gleichgewichtsbedingungen an den Teilsystemen aufstellen, moglichst so,
dass immer nur eine Unbekannte auftritt (Momentengleichgewichte)

Beispiel:
Gegeben: F
Gesucht: Sz, S3, S4

A=3/4 F

Berechnung der Kraft Sy (linkes Teilsystem):

A
dM=0=S,-a-Fa+2F-2a

= S,=—-1F

Berechnung der Kraft S, (linkes Teilsystem):
A

> M :O:SZ-a—?-a

= S,=2F

Berechnung der Kraft S; (linkes Teilsystem):

A

ZF' ZOZ%HE_F_Sag
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5.3 Nullstabe

Oft konnen in Fachwerken fur gegebene Belastungen Nullstédbe, d.h. Stabe, die
augenblicklich (nur flr die gegebene Belastung) keine Last tragen, identifiziert
werden.

Auf Nulistabe kann in vielen Tragwerken nicht verzichtet werden, weil sie
die Stabilitat des Systems erhalten.) Kleine Imperfektionen im Tragwerk
(real immer vorhanden) fiihren zu Belastungen in den Nullstaben.

Die folgenden Regeln helfen beim Auffinden der Nullstabe:

1. Sind an einem unbelasteten Knoten zwei Stabe angeschlossen, die nicht in
gleicher Richtung liegen (,unbelasteter Zweischlag“), so sind beide Stabe
Nullstabe.

2. Sind an einem belasteten Knoten zwei Stabe angeschlossen und greift eine
auldere Kraft in Richtung eines Stabes an, so ist der andere Stab ein Nullstab.

3. Sind an einem unbelasteten Knoten drei Stabe angeschlossen, von denen zwei
in die gleiche Richtung zeigen, so ist der dritte Stab ein Nullstab.

Diese drei Regeln folgen aus den Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten.

Regel 1 Regel 2 Regel 3
S — S 5 -
S1 F S3
S, O O
S, S,
S,=S,=0 TYF=0=-S,-cos¢ TYF=0=-8,-cos¢
=S,=0 =S,=0
Beispiel:
F

Nullstabe:
Stabe 7, 11, 15, 19 (jeweils Regel 3)
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6 Stabilitat von Gleichgewichtslagen

6.1 Arbeitsbegriff in der Statik
Mechanische Arbeit:

2
W=jﬁ.d§
1

Nur wenn die Arbeit W (geleistet durch die Kraft F)
unabhangig von der Wahl des Weges (I'1, ', I'3) ist,
kann fur das Argument ein totales (vollstandiges)
Differential angegeben werden:

dW =-dU=F-ds
LPotenzial der Kraft F

In kartesischen Koordinaten:

Mit: F=F,-e, +F, &, +F,-¢,

ds=dx-&, +dy-&, +dz-8&,

—dU =Fdx+Fdy+F,dz

Beispiel: Masse im Erdschwerefeld

F
Arbeit der (auReren) Kraft F:
l h
g W, = [Fdz=F-h
< G
7 Far die Gewichtskraft gilt:
T/ = “0"-Niveau, d.h. U,=0 U,
M=- [dU=~U,-U,)
Up=0

U,-U,=-G-h
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Beispiel: Schraubenfeder

Gesucht: Potenzielle Energie einer Feder, die um die Strecke x verlangert wird.
Federgesetz
(Hook’sches Gesetz):

innere Kraft F.=c-x
F. 7
unverformte Lage 7 c: Federsteifigkeit
X (Steigung der Kraft-Weg
Kennlinie)
F F
Arbeit der auBeren Kraft: " A‘ a=c
1 E
W =—F,-x, (Dreiecksflache) )
2 v W = Flache unter dem Graphen
Xo X
Arbeit der inneren Kraft:
—dU=-F_dx (rickstellende Kraft, daher negativ)
U, X
— [dU=—[F, -dx
Uo 0

& —TdU=—JX.c-x-dx
0 0

2
& —(U,-U,)=-=c-x?
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6.2 Gleichgewichtslagen und deren Stabilitat

Erfahrung:
stabil instabil
Nach kleinen Storungen kehrt der Kleine Storungen fuhren zum Verlust
Korper in seine urspringliche der Gleichgewichtslage

Gleichgewichtslage zuruck

Kriterium:
¢ FuUr Gleichgewichtslagen nimmt die potenzielle Energie Extremwerte an.
e Eine Zunahme der potenziellen Energie bei kleinen Auslenkungen aus der

statischen Gleichgewichtslage fuhrt zu stabilen Gleichgewichtslagen, nimmt sie
weiter ab, ist die Gleichgewichtlage instabil.

Taylorentwicklung der potenziellen Energie U:
du 1d°U

AU = U((PO + A(P)— U((po ) = %“P% A(P + Ew =90 A(PZ +...
Grenzlbergang:
Identifiziert _—
Gleichgewichtslage Stabilitét ¢, falls>0
o Tdu
au- 9Y 5o+ -9 507 +...

dep 1o P+ 2 dg? 17w
Stérung der potenziellen Energie bei kleinen Stérungen do
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6.3 Generalisierte Koordinaten

Beschreibung der Bewegung mit sog. generalisierten Koordinaten:
¢ minimale Anzahl der Koordinaten zur Beschreibung eines Systems
e eindeutige, unabhangige Beschreibung beliebiger Positionen

Beispiel: Punktmasse

Eine Beschreibung Uber y ist nicht
eindeutig, da eine gleiche Hohenlage der
Punktmasse in der linken und rechten
Seite des Pendels mdglich ist. Eine
Rcos[] gleiche x-Position wird oberhalb und
unterhalb der waagerechten Lage
eingenommen.
Eine eindeutige Lagebeschreibung erfolgt
hier nur durch den Drehwinkel, daher
RAcos (1] bildet ¢ eine generalisierte Koordinate.

Potenzielle Energie:
U=m-g-y=m-g-R(1-cos o)

Taylor:
du 1d°U
U(p, +A@)=U(p, )+ — | + - AQ® + ...
(0o +A9)=Ul(p, ) i ooy AO rr i
Gleichgewicht Entscheidung tber
Stabilitat der Gleichgewichtslage
Gleichgewichtslagen:
N 0-m-g-Rsing =, =0 o
do mogliche Gleichgewichtslagen
¢, =T
Stabilitat:
. _du : : :
fir ¢, =0: —|= mgRcosg >0 = Stabile Gleichgewichtslage
do® =0 =0
. eRY : : :
far ¢, =mn: d_(p2 = mgRcos¢p| <0 = Instabile Gleichgewichtslage
1= Pq=T
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Beispiel: Doppelpendel

N3

Gesucht:

Winkel ¢; fur Gleichgewicht
und die Stabilitat der
Gleichgewichtslagen

\‘/////

1) Potenzielle Energie U:

U= 5 gz1 +mgz, + mgz,

2) Generalisierte Koordinate o:

V3

Z,=acos¢ , z,=———asing

) =—acos
2 ¢

m 3 . m 3 .
U:Egacoscp—mg7asm(p—mgacoscp:—Egacoscp—mg7asm(p

3) Gleichgewichtslagen:

v |—0 =-—gasin mg—3acos
do = 2 P ?

(sinp— /3 cos o)
2o

= sin(p:\/§coscp S tan(p:\/g
= P11 = 600, P2 = 240°

_mga
2

4) Stabilitdtsentscheidung:
d’U _mga
COS @ ++/3 sin
do? 2( 0+3sing)
d*uU
do’

__mga
¢=60°" 2

(cos60 ++/3 sin60° )> 0

= Gleichgewichtslage @1 = 60° stabil!
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7 Virtuelle Arbeit

7.1 Virtuelle Verschiebung
Definition:
Gedachte Verrlickung eines Systems, die in Wirklichkeit nicht vorhanden
ist (existiert nur im Kopf)
Auftretende Verschiebungen sind differentiell klein (= Linearisierung!)
Verschiebungen mussen geometrisch moglich sein bzw. mit der Kinematik
des System vertraglich

Virtuelle Verschiebungen werden mit einem vorangestellten §' gekennzeichnet.

7.2 Virtuelle Arbeit

1. Prinsz\i/s ieFr ;S/Lrtuellen Verschiebung: In der Statit< gilt allgemein:
LVariation der Position oW =0

Lvirtuelle Arbeit

2. Prinzip der virtuellen Krafte:
SW = x SF Im Gleichgewichtsfall tritt keine

LVariation der Kraft virtuelle Arbeit auf.

Im folgenden wird nur auf das Prinzip der virtuellen Verschiebung eingegangen.

7.3 Prinzip der virtuellen Verschiebung
Stellt eine Alternative fur die Gleichgewichtsbeziehungen dar.

Allgemeines Vorgehen:

1. Unbekannte (gesuchte) Lagerreaktion auslésen und durch eine
entsprechende Einzelkraft oder ein Moment ersetzen. Das System wird
hierdurch beweglich.

System in gedachter ausgelenkter Lage skizzieren (Verruckungsfigur).
Virtuelle Arbeit aller Krafte/Momente aufstellen.

SW.=F-dx , O8W,=M:d¢
4. Die Summe aller virtuelle Arbeiten ist Null (Prinzip der virtuellen Arbeit).

W =" 5W, =0

w N

5. Ausdrucken aller virtuellen Verschiebungen durch eine generalisierte
Koordinate q (kinematische Kopplung).
6. Unbekannte ermitteln.
0q=0

' § ist das Variationssymbol, W, =F-8x , 8W,=M-38¢ sind erste Variationen der Arbeit der
Kraft F, bzw. des Momentes M.
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Beispiel:
Gesucht: Lagerkraft im mittleren Lager

2) Virtuelle Arbeit:
dW = 0 = -Bdxg + q,adx, + g,adx,

3) Generalisierte Koordinate:

o¢p oder ox4
5%, :%8([) 8, = 5%,
Xz = adep OXg = 20X,
a
X, =—0
275 ¢

Mit der generalisierten Koordinate 6¢ folgt fur die virtuelle Arbeit:
dW =0 =-Badop +q,a -%8(p+q0a -%8([)

—adgp (-B+q,a)
= B=q,-a
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Beispiel:
F
F/a
F/a M, (links vo
vy ¥ \Gelenk
<0 O
A G B A C
TI777777777777
a a a a
Gegeben: F,a, My =aF

ﬁ3<— M

Gesucht: Lagerkraft in C

1) Verriickungsfigur:

2) Virtuelle Arbeit:
W =0-= EBX1 + Fox. — Cox.
2

3) Generalisierte Koordinate:

Xy _ 0% = OXg = 30X,
2a Za
Mit der gen. Koordinate folgt fur die virtuelle Arbeit:
0= E+3F—3C dX, = C=ZF
2 6

Gesucht: Lagerkraft in B
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SW =0= 5x2(|=—Es)+gzsx1
Mit der gen. Koordinate d¢ folgt fur die virtuelle Arbeit:
dX, =a-d¢ und dx, :%a-&p

SW=0=[F-B)+-2]a.5p = B=2F
23 3

Gesucht: Einspannmoment in A /
F/2
F F F
. o[ ar
(U\ ¥ Q QO —~)
0z e
F
W =0= MAS(p+F82—M08(p—58y
Generalisierte Koordinate: d¢
a
0z=—-98
> ¢
Sy =2-3¢
dx=a-dy = ox =2a-60
X_ L sy=Zi = dy=~a.dg
2a %a 3 3

8W=0=8@(MA+F%—MO—

N | T

-%a) = MAzéFa+M0

Gesucht: vertikale Einspannkraft in A .
F

F
) . \(L
oy VAN
v 5X" OX (‘ e d
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W =0 :—A8x+F6x—28y

Generalisierte Koordinate: 6¢

oX=a- 00
8_x:6_y = 8y:26x = 8y:2a-8(p
2a #%a 3 3
F 2
W=0=06¢p-a —-A+F—-— = A==F
3 3
Gesucht: Gelenkkraft G
F/2
F F
l SXT oy l
Q) (@) ~)
VAN
0X TITITTIIIIT7
G
Generalisierte Koordinate: dx Auslésen eines Gelenkés:
8_X = 48_y = 8y — 2 6X \ \ T
2a #%a 3 ) o = ) dk} )
F F 2 \ \
W =0=Gox——38y=0x| G——-—
2 2 3 G
N starr beweglich
3 (1 Freiheitsgrad)

Kontrolle:  Kraftegleichgewicht fur Gesamtsystem in vertikaler Richtung

3'F, =O=A+B+C—F—F—2—F

= i+m+Z F—ZF=0
6 6 6 2
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8 Haftung und Reibung
8.1 Coulombsche Reibung

Einfachstes ,Reibungsgesetz®. Coulomb (1736-1806)

Bewegung eines Kdrpers mit konstanter Geschwindigkeit v auf einer rauen
Unterlage:

rau |Mg
> e

Erfahrung sagt: R~N
Coulombsche Reibung: R =pxN (ur: Reibbeiwert / Reibkoeffizient)

Im Freischnitt muss die Reibkraft R entgegen der Bewegungsrichtung als zusatzliche
aulere Kraft angetragen werden. |hr Betrag folgt aus dem Reibgesetzt.

>F,=0=R-F = F=R=pN=pMg

Es gibt nur eine Kraft F, fur die sich das System mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt. Diese Kraft F wird durch das System bestimmt! Fir andere Werte von F ftritt
eine Beschleunigung auf (— TM 3).

8.2 Haftung

Tritt keine Relativbewegung zwischen den Korpern auf, liegt Haftung vor.

rau v=0 | Mg
F+0 F
v
[N -
i___
H
N
Es gilt: H<poN (1o: Haftbeiwert / Haftungskoeffizient)
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Die Haftkraft H lasst sich eindeutig (Betrag und Richtung) aus den
Gleichgewichtsbedingungen bestimmen.

ZEH:O:H—F = H=F
Far den Grenzfall (Kérper geht in Bewegung uber) gilt: H, = 1N

Im Gegensatz zur Haftung muss Hp entgegen der tatsachlichen Bewegungsrichtung
angetragen werden und kann nicht frei gewahlt werden.

Typische Werte fur po und pr:

uo (Haftung) ur (Reibung)
Stahl <> Stahl 0,205 0,104
Reifen <> Stralte 0,8 1,3 0,40,8
Ski <> Schnee 0,1-0,3 0,04 0,2

Beispiel:
Welchen Wert darf F annehmen, damit die Kiste auf der schiefen Ebene nicht

rutscht!
F

Ho

Freikorperbild: (Annahme: Kiste rutscht runter)
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Gleichgewicht:

2A:0=F-Gsinaa+H = H=Gsina-F

R: 0=-Gcosa+N & N=Gcosa
Reibgesetz:
H <N =  Fx>G(sina—p,cosa)

Fallt die Kraft F unter diesen Wert, beginnt die Kiste die Ebene hinunter zu

rutschen.

Freikorperbild: (Annahme: Kiste wird hochgezogen)

F

Gleichgewicht:

2A:0=F-Gsina-H = H=F-Gsina

R: 0=-Gcosa+N = N=Gcosa
Reibgesetz:
H<puN =  F<G(u,cosa+sina)

Die Kraft F muss diesen Wert Ubersteigen, um die Kiste die Ebene hinauf zu

ziehen.
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8.3 Seilhaftung / Seilreibung

o S+dS
ds
R
¢
S, S,
Gleichgewicht:
N O=Scosd7(p—(8+d8)cosd7(p+dH (1)
2 O:dN—Ssind7(P—(S+dS)sind7(p (2)

fur kleine Winkel linearisiert mit sing — o, sing = g cosp — 1

ds- sin%') ist von ,héherer Ordnung”“ klein — 0

Haftung im Grenzfall: dH = p,dN

aus (1): 0=dH-dS =p,dN-dS o wodN =dS (3)
aus (2): 0 =dN-Sdo & dN = Sdo (4)
aus (3) und (4): = K,Sde =dS
o S
) ¢dS
Integration: do=|—
grat Ho! ) é[ S
o Sz
noal =InS
0 S,

poa=InS, -InS,

S,=8S,-e" (Eytelweinsche Seilreibung)
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Die Herleitung bericksichtigt den Fall, dass die Seilreibung verstarkend wirkt
(S,>S,). Muss die Reibung zusatzlich uberwunden werden, andert sich die

Richtung von dH und es folgt:

S;=S,-¢™ (Vertauschung von S1 und S2)

Die hergeleiteten Beziehungen gelten auch fur den Fall einer auftretenden
Relativbewegung, wenn der Haftbeiwert 1o durch den Reibbeiwert u ersetzt wird.
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9 SchnittgroRen am Balken

Schnittgréflen sind innere Krafte und stellen ein Mall fur die ortliche
Materialbeanspruchung dar.

- Untersuchung der Tragfahigkeit

- Dimensionierung der Querschnitte

- Verformung des Tragwerks

Schnitt durch einen belasteten Trager:

v v { '
)

/
Schnitt

T77777777
M, Q, q(x)
Y(o)—x —£:>Nx Nx(“T‘%
7 ! T
zV positives negatives
Schnittufer Schnittufer

Es wird ein Rechtshand-Koordinatensystem mit x-Achse entlang des Tragers und der
z-Achse nach unten eingefihrt. Uber den Normalenvektor der Schnittflache Iasst sich
ein positives Schnittufer (Normalenvektor zeigt in Richtung der x-Achse) und ein
negatives Schnittufer (Normalenvektor zeigt entgegen der x-Achse) definieren. Als
Schnittgrolen werden Normalkraft (Nyx), Querkraft (Qx) und eine Biegemoment (My)
unter Beachtung des Gegenwirkungsprinzips angetragen.
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Vorzeichenkonvention:

Am positiven Schnittufer zeigen positive SchnittgréRen in Achsrichtung des
Koordinatensystems.

Gleichgewicht am Balkenelement:

Qx) 9(x) >'F, =0=Q(x)-q(x)dx - (Q(x) + dQ)
M(X) ¢ 4 YLYYY |\ M(x+dx)=M(x)+dM
N(x) ( T D N(x+dx)=N(x)+dN = i—f =—q(x)
« dx Q(x+dx)=Q(x)+dQ

0 0
>M,, =0 =-M(x)-q(x /%'— Q(x)dx - d}}dx/:M(x)jL dMm

dMm
= d—X—Q(X)

Beispiel: 3-Feld-Balken

F F
F
= YF,=0=A,-F-—-a
C YR =0=AF—
Yy v %
A y = A, =2F

ZMiy :O:MA+F.a+E.a.§a
a 2

«~—a—>f«—a —>f«—a—+]

 / = MA:——Fa
z 2
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O<x<a:
Q Sprung mit A,
2F g=0 — Q konstant
F
} a<x<2a:
Sprung mit F
qg=0 — Q konstant
; 2a <x < 3a:
g = konst. — Q linear
Q(3a)=0
M 4 quadr/. Parabel . 0<x<a -
> Sprung mit M
X Q = konst. » M linear
a<x<?Z2a:
Q = konst. » M linear
M”= - —g Fa 2a <x<3a:
Q =linear.—» M quadr.
M(3a) =0
Beispiel: SchnittgroBRen am Rahmen
£ F
L L
\AA Jv \AA V%\ YYVYYVYY V%\
L
24k, B Bl s
2. N,=-F
L Q,=2F
A:_iF-L
] Fylax, F, 3
/2 M
T7777, Z A
- QT
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Qlx) = ~J alx)dx M(x) = [ Qlx)ax
Q M
'8/3FLV\ %he Parabel
quadr. Parabel ~— Steigung 0
Fl\-2FL -2/3FL”
~— Steigung F

5 ]
F@ ~TFL EJ Steigung 2F
2F -°I,FL

Ecke: Schnittbild fir Ubergangsbedingungen

Mg Qg
S
Ny X
M, Z,
V\/
Q™
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Beispiel:
Gesucht: Schnittkraftverlaufe N, Q, T, M

Balken 1:
N, =0 = N(x,)=0
QyA QyA = _Fz = Qy(x1): _Fz
g ( Q.. =F, = QZ(X1): F,
M,
ARS T,=-Fa = Tx,)=-F a
M, =-F-2a = M,(x,)=-F 2a+F, X,
M, =-F,-2a = M,(x,)=-F,-2a+F,-x,
TMZA
F1l
[ X, F,
Z2
a
Balken 2:
Betrachtung am linken Schnittufer
|\/|y F1l N(X2)= Fz
< fTQZ v Q,(x,)=0
X N \ | F, Qz(Xz): F,
z, T X2)=
My(xz): F1 'a_F1 "Xy
MZ(XZ): 0
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