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0 Vorbemerkungen

Ausgangspunkt fiir die Vorlesung HM I fiir Ingenieure war die Frage, womit der Ingenieur in
seiner Arbeit konfrontiert wird. Es entstehen mathematische Aufgaben u.a. bei

e der mathematischen Modellierung von technischen Prozessen (z.B. chemische Reaktionen,
Rad-Schiene-Systeme, Dampferzeuger),

e der Optimierung von Prozessabliufen,

e der Beschreibung von natiirlichen Phinomenen wie Klima, Umwelt, aber auch z.B. der
Bevélkerungsentwicklung (Populationsdynamik) und

e der Experimentauswertung.

Die genannten Aufgabenstellungen bedeuten konkret

die Losung von Differentialgleichungen,

die Lésung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen,

die Auswertung von Integralen,

die Bestimmung von Extremalstellen von Funktionen,

die Interpolation von Meflwerten und

die ndherungsweise Beschreibung von nichtlinearen Zusammenhéingen durch lineare oder
polynomiale Beziehungen,

womit gleichzeitig die Thematik der HM I-Vorlesung umrissen ist. Die Themenabfolge und die
Themenwahl richtete sich nach den in den letzten 3 Jahren gehaltenen ”Hohere Mathematik
fiir Ingenieure”-Veranstaltungen [3] meiner Kollegen. Da die ”Hohere Mathematik fiir Inge-
nieure” parallel gelesen wird, ist eine gewisse Synchronitidt zur Vorlesung von Prof. H. Bausch
angestrebt worden, da in Ubungen und Tutorien vom gleichen thematischen Fortgang der Vor-
lesungen ausgegangen wird. Deshalb und auch auf Grund der instruktiven ingenieurgeméifien
Stoffdarbringung nehme ich auch Bezug auf die Folien von H. Bausch aus der Vorlesung vom
Wintersemester 1997/98.

Ich halte die dadurch vorgegebene Reihenfolge der Themen, die Mischung von algebraischen und
analytischen Themen sowie die sehr grofie Stofffiille fiir iiberdenkenswert und werde dies auch in
die laufenden Diskussionen um die Gestaltung von Service-Veranstaltungen des FB Mathematik
fiir Ingenieure einbringen.

Dieses Skript kann und will nicht die Standard-Lehrbiicher der "Héheren Mathematik fiir In-
genieure” [1], [2], [4], [6], [5] oder [7] ersetzen, soll aber die mathematischen Themen incl. der
grundlegenden Axiome und Definitionen geschlossen, wenn auch weitestgehend ohne Beweise,
darstellen. Aus diesem Grund werden im Skript auch Themen angesprochen, fiir die in der Vorle-
sung kein Raum bleibt, die aber hinsichtlich einer halbwegs geschlossenen Darstellung interessant
sind. Da diese Themen bei Klausuren und Priifungen von Ingenieurstudenten nicht gefragt sind,
werden die entsprechenden Abschnitte mit einem * versehen, d.h. sie kénnen, miissen aber nicht
gelesen werden.

Da das Skript immer unter Zeitdruck geschrieben wurde, sind Fehler (hoffentlich nicht zu viele)
nicht zu vermeiden. Fiir die erste grobe Durchsicht méchte ich meinem Kollegen Dr. G. Seifert
recht herzlich danken. In die aktuelle Version des Skriptes wurden auch verschiedene inhaltliche
und methodische Hinweise von Dr. W. Konig und Prof. Dr. D. Kriiger eingearbeitet.
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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Logische Grundlagen
1.1.1 Aussagen und Aussagenformen
Die Mathematik présentiert sich in Aussagen, z.B.,
A = 7625 ist durch 5, 25 und 125 teilbar”,
B := 722 + 1 = 0 hat keine reelle Losung”,
C:="P =(1,2), P, =(2,4) und P; = (3,5) liegen auf einer Geraden.”

Aussagen sind dadurch gekennzeichnet, dal man in der Regel in der Lage ist klar zu entscheiden,
ob sie wahr oder falsch sind. Wenn wir mit w(A), w(B) usw. den jeweiligen Wahrheitswert (W
fiir eine wahre Aussage und F fiir eine falsche Aussage) der Aussagen A, B usw. bezeichnen!,
erhilt man sofort

w(4) =W,
54 R
(JJ(B) = W 4: P2
und im Ergebnis 27 7P
einer kleinen Skizze V.,
12 3
w(C)=F.

Abbildung 1: Gerade in der Zahleneben

Fiir die weitere Beschiftigung mit der h6heren Mathematik postulieren wir

Postulat 1.1.
Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch - ein Drittes gibt es nicht.

Dieses Postulat bezeichnet man auch als ”Satz vom ausgeschlossenen Dritten”, und damit ar-
beiten wir von nun an mit einer zweiwertigen Logik.
Wir definieren nun den Begriff der Aussageform.

Definition 1.2.
Eine Aussageform ist ein Satz, der eine oder mehrere Variable enthilt und der nach dem Ersetzen
der Variablen durch konkrete Werte in eine Aussage iibergeht.

Im Falle einer Variablen z verwenden wir die Schreibweise A(x) fiir eine Aussageform, z.B.,
A(z) :="P, = (1,2), P, =(2,4) und P; = (3, z) liegen auf einer Geraden”,

bzw. im Falle zweier Variablen z, y die Schreibweise
B(z,y) ="z = b5y”.

Man sieht nun sofort, daf3

A(6) wahr ist, also w(A(6))=W,

B(25,5) wahr ist, also w(B(25,5))=W,
und z.B.

A(8) falsch ist, also w(A(8))=F,

B(1,1) falsch ist, also w(B(1,1))=F.

1w ist eine Abbildung von der Menge aller Aussagen auf die Menge {W, F'}.
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1.1.2 Logische Operationen und Aussagenverbindungen

Definition 1.3.
Logische Operationen sind Operationen, die auf Aussagen angewandt neue Aussagen bzw. Aus-
sagenverbindungen erzeugen.

a) Negation
Das Ergebnis der Negation einer Aussage A, bezeichnet durch

A (gesprochen: ”nicht A”),

bedeutet (statt A wird auch die Bezeichnung —A verwendet), da8

w(A) = F gilt, wenn w(A) = W ist,

w(4) =W gilt, wenn w(A) = F ist.

Diesen Sachverhalt fassen wir in einer Wahrheitswerttabelle zusammen. Fiir die Negation
erhalten wir

‘ Negation ‘ A ‘ A ‘
W | F
F |W

Wenn A beispielsweise die Aussage
A = 725 ist eine Quadratzahl”
ist, und damit w(A) = W gilt, so ist A die Aussage
A := 725 ist keine Quadratzahl”,
was ja bekanntlich nicht richtig ist, so da$§ sich w(A4) = F ergibt.

b) Konjunktion
Die Konjunktion der Aussagen A und B bezeichnen wir durch

ANB (gesprochen: ”A und B”),

und definieren
w(A AN B) =W genau dann, wenn w(A) = W und w(B) = W ist,

womit wir die Wahrheitswerttabelle

‘ Konjunktion ‘ A ‘ B ‘ ANB ‘

o g g
=R
o g

erhalten. Die Konjunktion A A B der Aussagen
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A :="Politiker sagen immer die Wahrheit” und

B := "alle Studenten haben mindestens eine 2 als Abiturabschluf}”
ist auf jeden Fall falsch, also gilt w(A A B) = F, da w(A) = F, so da§ unabhingig davon, ob B
zutrifft oder nicht.
Technisch wird die Konjunktion durch eine Reihenschaltung zweier Schalter (fiir A und B) rea-
lisiert (frither wurden in Schaltkreisen Relais, Elektronen-Réhren bzw. Transistoren verwendet,
heute bringt man die gesamte Transistoren- und Réhrenproduktion eines Markfithrers bekannt-

lich auf einem Halbleiter-Chip unter), so da nur dann Strom fliefit, wenn beide Schalter ge-
schlossen (A und B zutreffen) sind.

c) Alternative
Die Alternative der Aussagen A und B bezeichnen wir mit

AV B (gesprochen: ”A oder B”),
und definieren
w(AV B) = F genau dann, wenn w(A) = F und w(B) = F ist.

Damit ergibt sich die Wahrheitswerttabelle

‘ Alternative ‘ A ‘ B ‘ AV B ‘
\\Y%

o g g
=

F
w
F

Die technische Realisierung der Alternative erfolgt iiber die Parallelschaltung zweier Schalter
(fiir A und B), so daff nur dann kein Strom flieBt, wenn beide Schalter gedffnet (A und B nicht
zutreffen) sind.

d) Implikation
Die Implikation der Aussagen A und B wird mit

A= B (gesprochen: "aus A folgt B”),
bezeichnet und ist definiert durch
w(A = B) = F genau dann, wenn w(A) = W und w(B) = F,

was die Wahrheitswerttabelle

‘ Implikation ‘ A ‘ B ‘ A= B ‘

W W | W
WI|F |F
F |W| W
F |F |W

ergibt. Hierzu ist anzumerken, da man in der Mathematik bei korrekten Schlufifolgerungen
aus einer falschen Voraussetzung allen moglichen Unsinn, also sowohl falsche, als auch wahre
Aussagen herleiten kann.
Zum Beispiel ist der Satz
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”Wenn mein Freund den Nobelpreis bekommt, bin ich der Kaiser von China”
wahr (wenn wir voraussetzen, da mein Freund nicht den Nobelpreis bekommt).

e) Aquivalenz
Die Aquivalenz zweier Aussagen A und B wird mit

A <= B (gesprochen ”A gilt genau dann, wenn B gilt”),
bezeichnet und ist definiert durch
w(A <= B) = W genau dann, wenn A, B den gleichen Wahrheitswert haben.

Damit ergibt sich die Wahrheitswerttabelle

‘Aquivalenz‘A ‘B ‘A(:)B‘

W W | W
WI|F |F
F |[W|F
F |F |W

Als Beispiel betrachten wir die Aussageformen A(a) :="a=0" und B(b) :=”b=0" und erhalten
fiir die Aussagenverbindung A(0) <= B(1)

w(A(0) <= B(1)) = F,
da w(A(0)) = W und w(B(1)) = F gilt, also sind die Aussagen A(0) und B(1) nicht dquivalent.
Aquivalent sind hingegen die Aussagen

A := "mindestens eine der Zahlen z, y ist gleich 0” und

B :="xy =0".
Es gilt w(A <= B) =W.
Bei komplizierteren Aussagenverbindungen stellt man zur Entscheidung, ob die Aussage in
Abhéangigkeit von den Wahrheitswerten der beteiligten Aussagen und Aussageverbindungen

zutrifft oder nicht, die Wahrheitswerttabelle fiir die gesamte Aussagenverbindung und deren
Bestandteile auf. Dies wollen wir exemplarisch fiir die Aussagenverbindung

C:=(AN(B= A) =B

tun. Die sorgfiiltige Betrachtung der einzelnen Bestandteile von C ergibt die Wahrheitswertta-
belle

|A|B|A|B|B=A[|ANB=A|C |
W[WI[F [F [F F W
W|F |F |W|W w w
F|W|W|F |W F w
F |F |W| W|W F w

die Aussagenverbindung C' ist also immer wahr. "Immerwahre” Aussagenverbindungen werden
Tautologien genannt.
Abschlielend wollen wir einige logische Regeln in einem Satz formulieren.
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Satz 1.4. Fir alle Aussagen A und B gelten:

a) A=A

b) (A= B)=(AVB)= (B = A)

¢) (A<= B)=((A= B)AN(B= A)) = (A< B)
d) ANB=AVB

e) AVB=AAB

>

Der Beweis des Satzes ergibt sich sofort aus den Wahrheitswerttabellen der zu vergleichenden
Aussagenverbindungen.

1.1.3 Quantoren

Bei Aussageformen A(z) oder B(z,y) ist oftmals die Frage interessant, fiir welche konkreten x
oder y die Aussagen A bzw. B zutreffen oder nicht. Besondere Bedeutung haben die Fille ”fiir
alle z mit einer vorgegebenen Eigenschaft” und ”es existiert mindestens ein z”. Fiir diese Falle
werden Quantoren, ndmlich

Vx "fiir alle ” (Allquantor)

Jz "es existiert ein z, so daf} ...” (Existenzquantor)

eingefiihrt. Betrachten wir beispielsweise die Aussagenform A(x) ="z? = 1” so erhalten wir mit
dem Allquantor V die Aussage

P := Vaz,reell:A(x) = Vz,reell "z?>=1"

und bemerken, dafl w(P) = F gilt, da die Gleichung 22 = 1 nicht fiir alle reellen Zahlen gilt.
Fiir die Aussage

Q := 3z,reell: A(z) = Fx,reell:"z?>=1"

erhalten wir dagegen w(Q) = W, da die Gleichung ja fiir die reelle Zahl z = 1 erfiillt ist.
Abschlieend wollen wir noch die Verneinung von Aussagen der Form P := Vz : A(z) und
Q := 3z : A(z) betrachten.

Definition 1.5.

P = Vz:A(z) = 3z:A(z)
Q = 3Fz:Alx) := Vz:A(z)
Daf} diese Definitionen verniinftig sind zeigt das folgende Beispiel. Wir betrachten die Aussage-
form B(z) :="2? + z + 1 = 0” und die Aussage P := 3z, reell : B(z). Wie stellen fest, daf§ die

Aussage P falsch ist, da man keine reelle Zahl z finden kann, die die Gleichung 22 +z +1 =0
erfiillt. Nach Definition ergibt sich fiir P

P = 3x,reell: B(x) = Vaz,reell: B(z) = Vax,reell"z?>+z+1#0"

Da, es keine reelle Zahl z gibt, die die Gleichung z? + z + 1 = 0 erfiillt, ist "logischerweise” fiir
alle reellen Zahlen z die Ungleichheit 2 4 z + 1 # 0 erfiillt, und damit ist die Aussage P wahr,

also w(P) =W.
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1.2 Grundlagen der Mengenlehre
1.2.1 Begriff der Menge und Mengenbeziehungen

Der Begriff der Menge wird von uns in verschiedenen Bereichen unseres Lebens wie selbst-
verstdndlich benutzt. Auf die mathematisch strengen Grundlagen der Mengentheorie kann in
dieser Lehrveranstaltung nicht eingegangen werden. Zum Verstindnis des HM I-Stoffes ist ein
sogenannter “naiver” Standpunkt ausreichend. Deshalb verwenden wir die CANTORsche "naive”
Mengendefinition.

Definition 1.6.
Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohlunterscheidbarer Objekte der Anschauung oder des
Denkens.

Wir schreiben x € A, falls das Objekt 2 zur Menge A gehort, und x ¢ A, falls x nicht zur Menge
gehort. Fiir jedes Objekt gilt

r€A oder z¢A.

Die leere Menge bezeichnen wir mit ().
Es gibt zwei Moglichkeiten der Charakterisierung bzw. Darstellung von Mengen,

a) die enumerative Darstellung, d.h., die Elemente werden explizit aufgelistet

A := {Otto, Ottmar, Ole, Oswald},

b) die deskriptive Darstellung, d.h. die Charakterisierung der Elemente durch eine Eigen-
schaft,

B:={n|w(C(n)) = W},

(lies: ” B ist die Menge aller n, fiir die gilt: w(C(n)) = W”) wobei C(n) eine Aussageform
ist , z.B.,

C(n) :="n ist natiirliche Zahl (n € N) und es gibt ein p € N mit n = 2p”.
In diesem Fall ist B die Menge der geraden natiirlichen Zahlen 2N.
Definition 1.7. Mengenbeziehungen
(i) A ist Teilmenge von B

ACB, fallsgit x € A=— 2z € B

(ii) Mengengleichheit

A=B, fallsgilt ACBund BC A

(iii) A ist echte Teilmenge von B

ACB, fallsgilt ACBund A# B
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1.2.2 Mengenoperationen

Definition 1.8. Seien A und B Teilmengen einer Grundmenge X.
(i) Vereinigungsmenge

AUB :={z|z € AV z € B},

(ii) Durchschnittsmenge

ANB:={z|r € ANz € B},
(iii) Differenzmenge

A\ B:={z|z € ANz ¢ B},

(iv) Komplementmenge
Das Komplement von A in X (Schreibweise A oder A°) ist definiert durch

A:=X\ A4,

(v) Potenzmenge (Menge aller Teilmengen von A)

P(A) == {U|U C A},

(vi) kartesisches Produkt zweier Mengen

A x B :={(a,b)la € ANb€E B}.

10

Mit den sogenannten Venn-Diagrammen kénnen Mengenoperationen grafisch dargestellt werden.
Die folgenden beiden Diagramme zeigen den Durchschnitt bzw. die Vereinigung zweier Mengen

A und B.

77
7
7

Abbildung 2: Durchschnitt AN B Abbildung 3: Vereinigung AU B
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1.2.3 Mengenalgebraische Regeln

Satz 1.9. Gesetze der Mengenalgebra
Fiir alle Teilmengen A, B einer Grundmenge X gelten:

a) 1. Distributivgesetz AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

b) 2. Distributivgesetz AU (BNC)=(AUB)N(AUC),

¢) Assoziativgesetz firU AUBUC =(AUB)UC=AU((BUC),
d) Assoziativgesetz firn ANBNC=(ANB)NC=An(BNC),
e) ACB<= AUB=B<+<= ANB=2A4,

f) ANB=0<= ACB<+= BCA,

e) DE MORGANsche Regeln: AUB=ANB, ANB=AUB

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Beweis der DE MORGANschen Regeln.

r€X\(AUB) <= ze€XANz¢(AUB)
reEXAN(zgANz ¢ B)
(xeXNzgAN(zxeXANx¢B)
ze(X\A)N(X\B)

111

z€X\(ANB) ze€X ANz g (ANB)
reEXN(xzg AV ¢B)
(xeXNzgA)V(zeXANx¢B)

ze(X\A)U(X\B)

11

Beispiele:

1. Wenn wir die Menge der natiirlichen Zahlen wie iiblich mit N und die geraden natiirlichen
Zahlen mit 2N bezeichnen, dann erhalten wir mit

2N=N\2N={2n+1, | n € N}

die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen als Komplement der geraden natiirlichen Zahlen
in N.

2. Seien die Mengen

A={zeR|6<z<25}=][6,25),

B:={z € N|z teilt 625 Az # 1} und

C:={7,8,9}

gegeben. Die Mengen AN B, AUB, (ANB)UC und AU (BN C) sind zu bilden.

Fiir B ergibt sich B = {5,25,125}. Man sieht sehr schnell, da8 A und B bzw. B und C keine
gemeinsamen Elemente haben (die Mengen sind disjunkt), so daf§

ANB =10 und BNnC =10
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gilt. Damit ist
Au(BnC)=A und (ANB)uC =C.
Fiir AU B ergibt sich schliellich
AUB =[6,25) U{5,25,125} = [6,25] U {5,125}.
Bemerkung 1.10.
Mengenalgebraischen Ausdriicken (Mengenverbindungen) sind in der Regel durch konsequente
Klammersetzung klar definiert. Wenn in Ausdriicken keine Klammern gesetzt sind, so gilt die

Konvention aus der Grundschule ” Punktrechnung geht vor Strichrechnung”, wobei in der Men-
genalgebra der Durchschnitt N der Multiplikation in der Arithmetik und die Vereinigung U bzw.

die Differenz \ der Addition bzw. Subtraktion von Zahlen entspricht. Der Ausdruck
AUuUBNCUDNE

ist gleichbedeutend mit dem geklammerten Ausdruck

AUBNC)U(DNE)=(AU(BNC))U (DN E).

1.3 Abbildungen
Definition 1.11.

Seien A und B Mengen, dann verstehen wir unter einer Abbildung f von A nach B,

f:A— B, e f(a),
eine Zuordnungsvorschrift, die jedem a € A genau ein b € B, b= f(a) zuordnet.
Ist A’ C A und B’ C B dann nennen wir
f(A") :=={y € B| es gibt ein z € A’ mit y = f(z)}
die Bildmenge von A’, und
f7HB) = {z € Alf(z) € B'}

die Urbildmenge von B'.

A wird Definitionsbereich der Abbildung f genannt. Die Bildmenge heifit Wertebereich oder
Wertevorrat der Abbildung f (f~! hat hier nichts mit der spiter zu besprechenden Umkehrab-
bildung von f zu tun).

Definition 1.12.
Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv (eineindeutig), falls fiir alle a1, a2 € A gilt:
a1 # az = f(a1) # f(a2) .
f heifit surjektiv (Abbildung auf, f(A) = B), falls es zu jedem b € B ein a € A gibt, so daf

f(a) = b gilt.
f heilt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel:
Es sei f : R — R definiert durch f(z) = 2.
Es sollen die Bildmenge von R und die Urbildmenge von [1,2] bestimmt werden. Man iiberlegt

f(R) =0, 00) und

F7Y,2) =[-v 2,-1]U[1,v2].

Die Abbildung f : R — R, #% 22 ist weder surjektiv, noch injektiv, und damit schon gar nicht
bijektiv.
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1.4 Die natiirlichen Zahlen und
die Methode der vollstindigen Induktion

Die natiirlichen Zahlen entspringen dem Z&hlen, einer Fahigkeit, die in (fast) allen Kulturen
existiert.

Ausgehend von der Mengenlehre kénnen die natiirlichen Zahlen und auch die anderen Zahlen-
bereiche mathematisch streng axiomatisch aufgebaut werden, was jedoch den Rahmen dieser
Lehrveranstaltung sprengen wiirde (selbst bei der Mathematikerausbildung wird dies oft nicht
getan). Der Mathematiker PEANO hat mit den PEANOschen Axiomen eine treffliche Charakte-
risierung der natiirlichen Zahlen vorgenommen, auf die wir uns im Folgenden stiitzen werden.

Axiom 1.13. (PEANO Aziome fiir N)

(1) 1 ist eine natiirliche Zahl,
(IT) Jede natirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n’ (Schreibweise 2=1’, 3=2" usw.),
(III) 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl,

(IV) ist n’ Nachfolger von n und m’ Nachfolger von m und gilt n’=m’, dann gilt n=m (d.h.,
jede natiirliche Zahl aufier 1 hat genau einen Vorgéinger),

(V) Induktionsprinzip
Sei A C N mit

(i) 1€ A,
(ii)) ne A= n' € A.
Dann ist A =N.

Insbesondere das V. PEANOsche Axiom wird uns noch viel Freude (oder auch Arger) bereiten,
denn es ist die Grundlage fiir das Prinzip der vollstindigen Induktion.

Satz 1.14. Prinzip der vollstindigen Induktion
Seien ng € N und A(n) eine Aussage fir jedes n € N mit n > ng. Wenn

e A(ng) ist wahr,
e firallek e N, k>ng: A(k) ist wahr = A(k + 1) ist wahr
gelten. Dann gilt die Aussage A(n) fir alle n € N mit n > ny.

Da das Prinzip der vollstindigen Induktion ein wichtiges Beweisprinzip der Mathematik dar-
stellt, wollen wir den Satz 1.14 etwas genauer analysieren.

Um den Satz anwenden zu konnen, sind die Voraussetzungen zu sichern. Es ist zum einem der
Induktionsanfang zu machen, d.h., die Giiltigkeit der Aussage A(ng) ist zu zeigen. Als zweite
Voraussetzung ist der Induktionsschritt zu machen, d.h., fiir jedes £ € N mit k& > ng ist die
Implikation

falls A(k) wahr ist, so auch A(k +1).

Gelten die beiden Voraussetzungen, kann man gemifl Satz 1.14 mit dem Induktionsschluf} die
Giiltigkeit einer Aussage A(n) fiir alle n € N mit n > ng schluifolgern.

Beispiel 1:
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Wir vermuten, daf}
n?>2m+1

fiir n > 3 gilt, und wollen die Vermutung mit dem Prinzip der vollsténdigen Induktion beweisen.
Induktionsanfang:

A(3) gilt,da9=3%x3>2%x3+1=7 ist.
Die Induktionsannahme lautet
A(k) gelte fiir ein k£ > 3.

Unter Nutzung der Induktionsannahme ist nun die Giltigkeit von A(k + 1) zu zeigen.

Ak) ="k*>2k+1, k> 3" ist wahr — k2 + (2k+1) >2k+1+ (2k+1)
= (k+1)*>2k+2+2k

= (k+1)*>2(k+1)+2k

— (k+1)?>2(k+1)+1

— A(k+1), k>3, gilt.

Mit dem Induktionsschluf} ist die Aussage A(n) ="n? > 2n + 1 An > 3” nach Satz 1.14 fiir
alle n € N mit n > 3 bewiesen.

Bemerkung 1.15.

Bei dem eben durchgefiihrten Induktionsbeweis wurde eigentlich nur benétigt, dafl £ > 1 sein
mufite. Wenn man nun allerdings denkt, dafl die Aussage schon fiir natiirliche Zahlen gréfler oder
gleich 1 gilt, so irrt man, denn man muf feststellen, daf A(1) nicht gilt, man hat also keinen
Induktionsanfang fiir n < 3.

Andererseits ist es unzureichend, Vermutungen fiir einige natiirliche Zahlen n = 1,5,6,7,...,p
nachzuweisen, und dann zu schlu$folgern, daf die Vermutung fiir alle natiirlichen Zahlen zutrifft.
So zum Beispiel gilt die Aussage A(n) :="2" > n? ” fiir n = 1,5,6,7,.... Beim Versuch den
Nachweis zu erbringen, daf} die Implikation

A(k) ist wahr = A(k + 1) ist wahr

gilt, stellt man fest, dafl der Nachweis nur fiir n > 5 gelingt, und in der Tat gilt die Vermutung
97 > n? ! nicht fiir n = 2,3, 4.

Beispiel 2.:
Wir vermuten, dafl die Beziehung

An):=72042" 4224 4201 =2"_1" n>1,neN
gilt, und wollen dies mit der vollstindigen Induktion beweisen.

Induktionsanfang, n = 1:

1=20=2t_1=1,
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Induktionsannahme, Beziehung gilt fiir £k = n,n € N, k fest:

20428 22 4 42kl =2k
Unter Nutzung der Giiltigkeit der Induktionsannahme ist
20428 422 42k =2kt

zu zeigen:

20 1ol 4924 okl ok 1 — 9049l 4924 4okl ok_ok_ 1,09k
— 20492l 49224 4ok —9x2F 1
— 20491l 4924 4ok _—9oktl 4

Mit dem Induktionsschlufl nach Satz 1.14 ist A(n) fiir alle n € N mit n > 1 bewiesen. die
Beziehung

1.5 Algebraische Strukturen - Zahlbereiche*

Obwohl wir voraussetzen, dafl die Zahlbereiche Z, Q und R aus der Schule bekannt sind, sei
an dieser Stelle auf die grundlegenden Eigenschaften der ganzen, rationalen und reellen Zahlen
hingewiesen, die bei fast allen Rechnungen stillschweigend vorausgesetzt werden.

(Wer sich genauer fiir die streng axiomatische Einfithrung der Zahlbereiche interessiert, dem sei
z.B. das grundlegende Buch von E. Landau: Grundlagen der Analysis, Leipzig 1930, empfohlen).

1.5.1 Gruppen*

Definition 1.16.
Eine nichtleere Menge G heifit Gruppe, wenn die Axiome

(G 1) es gibt eine Operation, die angewandt auf z € G und y € G eindeutig z + y ergibt, mit
r+y€eQG,

(G 2) es gilt mit a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ das Assoziativgesetz (a,b,c € G),

(G 3) es exisitiert ein Element € € G,soda firallez € Ge+z =z =1z +e¢,
e wird neutrales Element oder auch Eins genannt,

(G 4) es existiert eine solche Eins e, so daB es fiir alle a € G ein ajp, € G gibt mit @iy +a =€,
ainy wird Linksinverses von a genannt,

erfiillt sind. Gilt auflerdem fiir alle a,b € G a4+ b = b+ a, dann heiit G kommutativ oder abelsch
(benannt nach dem norwegischen Mathematiker N.H. ABEL)

G heifit Halbgruppe, wenn nur (G 1) und (G 2) gelten, und G heift Monoid, wenn (G 1), (G 2)
und (G 3) gelten.

Beispiele:

e Die ganzen Zahlen Z mit der Standard-Addition, (Z,+) bilden eine abelsche Gruppe mit
0 als neutralem Element.

e (N, +) ist ein Monoid, 0 ist das neutrale Element.

e (N\ {0},+) ist eine Halbgruppe.
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1.5.2 Ringe und Korper*

Definition 1.17.

Eine nichtleere Menge R heifit Ring, wenn auf R zwei Verkniipfungen (genannt Addition und
Multiplikation) +, - erklirt sind, die Elementen aus R X R wiederum Elemente aus R zuordnen,
und den Axiomen (R 1)-(R 3)

(R'1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,

(R2) Firz,ye Rgiltz-(y+2)=z-y+z-2, (t+y)-z=2z-2+y-2
(R3) Firz,ye Rgilt z-(y-2) =(z-y) - 2.

geniigt.

Gilt auflerdem z - y = y - z fiir alle z,y € R heifit R kommutativer Ring.

Bemerkung 1.18.
Ein Ring R braucht keine multiplikative Eins, d.h. kein Element 1 mit 1-a = a = a -1 zu
besitzen.

Beispiel:
Die ganzen Zahlen Z mit den Operationen ”+4” und ”-”, dafiir schreibt man auch das Tripel
(Z,+,"), sind ein kommutativer Ring mit einer multiplikativen Eins.

Definition 1.19.

Ein kommutativer Ring (K, +, -) mit multiplikativer Eins heifit Korper, falls K \ {e} beziigl. der
Multiplikation eine ABELsche Gruppe bildet (e ist das bei der Ring-Definition angesprochene
Einselement der Addition).

Beispiel:

Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R sind beziigl. der landliufigen Addition und
Multiplikation Korper.

Das trifft auch auf die komplexen Zahlen, die etwas spater ausfiihrlich besprochen werden, zu.

In den folgenden Kapiteln werden nun verstirkt Themen behandelt, bei denen die bisher be-
sprochenen Begriffe verwendet werden.

1.6 Ungleichungen

Hauptgegenstand dieses Abschnittes sind Ungleichungen reeller Zahlen, also etwa Beziehungen
der Form

1

—z < 3.

57 =
Bevor wir die Methoden zur Behandlung und Losung von Ungleichungen diskutieren, wollen wir
kurz an den Begriff des absoluten Betrages einer reellen Zahl erinnern.

Definition 1.20.
Der Betrag einer reellen Zahl z wird mit |z| bezeichnet und ist definiert durch

T fir >0,
lz] =< 0 fir z=0,
—x fiir z<0

Geometrisch gesehen, ist |z| der Abstand der Zahl z auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt und
|z — y| der Abstand der Zahlen z und y voneinander.
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y=IX|

Abbildung 4: Verlauf vomaz| in der z — y-Ebene

1.6.1 Rechenregeln fiir Ungleichungen
Satz 1.21. Sei die Ungleichung

a>b
fiir gewisse a,b € R gegeben. Dann gelten:

) VeeR: a+c>b+e,
) VpeR, p>0: a-p>b-p,
(7i7) VneR, n<0: a-n<b-n,
) V- < 3, fallsa>0,b>0,
(v) a>bAc>d= a+c>b+d, Addition von Ungleichungen,

(v) VneN: a>b>0=a" >b",
(vid) VneN: a>b>0= /a> Vb.

Die Regeln (i) bis (iv) erkliren sich aus den arithmetischen Grundregeln des Rechnens mit reellen
Zahlen, und die Regeln (vi) und (vii) lassen sich recht einfach mit der Methode der vollstindigen
Induktion zeigen.

Satz 1.22.
Fiir alle a,b € R gelten:

(4) |a - b = |a| - |0]
(i4) 5=, falls b#0,
(414) la| < b<= —b<a<b,
(1) |a+b| < |a|+ |b], Dreiecksungleichung

Beweis.
Zuerst soll (iii) bewiesen werden.

la| <b=a<bA—-a<b=a<bAa>-b,

—b<a<b= -b<aNha<b=b>—-aAb>a=>|a| <b,
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Damit ist (iii) bewiesen. Unter Nutzung von (iii) beweisen wir (iv), die Dreiecksungleichung. Es
gilt

(I) —lal <a<lal
(II)  —[b] < b <ol

Die Addition der gleichgerichteten Ungleichungen (I) und (II) (nach Satz 1.21 (v) moglich) ergibt
~(lal + o) < a+b < |a| + [b].

Aus (iii) folgt sofort die Dreiecksungleichung. O

1.6.2 Wichtige Ungleichungen
1) Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Eine Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung ergibt sich zu

n n
|2 ail <) lail
i=1 i=1

Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung beweist man unter Nutzung der Dreiecksungleichung
mit der Methode der vollstindigen Induktion.

2) Die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung

Seien mit aq, ao, ..., a, und by, bo, ..., b, reelle Zahlen gegeben. Es gilt die CAUCHY-SCHWARZsche
Ungleichung

(a1b1 + agho)? < (a? + a3)(b? + b3).
Wenn man die Multiplikationen weiter ausfithrt, erhilt man
a2b? 4 2a1biaghs + a3b3 < a2b? + a2bs + a3b? + a3ba.
Wenn man beriicksichtigt, da aus (z — y)? > 0 die Ungleichung
z* +y* > 2zy

folgt, und =z = a1by und y = asb; setzt, ist der Beweis fiir die CAUCHY-SCHWARZsche Unglei-
chung erbracht.

Mit der Methode der vollst. Induktion ergibt sich die allgemeine CAUCHY-SCHWARZsche Un-
gleichung

n 2 n n
(Z azbz> < (Z az2 )( Z b?) ) a1, -+, Qn, bla abn eER
=1 =1 =1

Aus der allgemeinen CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung folgt unmittelbar die Gleichung?

n
> aibi <
i=1

2Die linke Seite dieser Gleichung bezeichnet man als Skalarprodukt zweier Vektoren, und die Gleichung besagt,
dafl das Skalarprodukt nicht gréfler als das Produkt der Betrége der Vektoren sein kann.




1 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 19

3) Bernoulli’sche Ungleichung
Sei a > —1, a # 0. Dann gilt die BERNOULLIsche Ungleichung

(1+4+a)" >1+na, Vn > 2.

Die BErNOULLIsche Ungleichung beweist man mit der Methode der vollstindigen Induktion,
also

I Induktionsanfang fiir ng = 2

(14+a)?=142a+a®>>1+42a, daa+#0,

IT Ungleichung gilt fiir festes & € N,k > 2 (Induktionsannahme). Unter dieser Annahme ist
die Giiltigkeit der Gleichung fiir £ + 1 zu zeigen.
IIT Induktionsbeweis
(14+a)f>14+ka = (1+a)f(1+a)>1+ka)(1+a)

= (1+a)**! > 1+ (k+ 1)a + ka?
= (1 +a)**! > 1+ (k+ 1)a, da ka® > 0.

IV Damit gilt die Ungleichung Vn € N,n > 2.

4) Beziehung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

Seia >0, b >0, dann gilt

\/CES G,-2|-b’

d.h. das geometrische Mittel ist kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.
Die Verallgemeinerung dieser Ungleichung fiir die nichtnegativen reellen Zahlen ai,as,...,an
lautet

1.6.3 Ungleichungen mit einer Variablen

Bei Ungleichungen oder Ungleichungssystemen, in denen Variablen vorkommen, besteht das
Ziel in der Bestimmung von Variablenmengen, deren Elemente die Ungleichungen erfiillen. Zur
Bestimmung der Loésungsmengen werden die in den Ungleichungen vorkommenden Variablen
durch dquivalente Umformungen isoliert. In der Regel sind bei komplizierteren Ungleichungen
Fallunterscheidungen erforderlich, um wirklich alle Lésungen zu bestimmen.

Besondere Sorgfalt, sprich Fallunterscheidungen, sind erforderlich, falls in den Ungleichungen

e Betragsterme, wie z.B. |z — 3|, vorkommen, oder

e die Nenner von Briichen Nullstellen haben und das Vorzeichen wechseln kénnen, z.B. im
Ausdruck ﬁ
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Beispiel 1:
Die Ungleichung

|2z + 5| < 25z — 3

ist zu 19sen. Genauer: Wir wollen L = {z € R | |2z + 5| < 25z — 3} identifizieren. Wir erkennen
mit z = —g den kritischen Punkt und unterscheiden die Fille x < —% und x > —%.
Fall I, z < —g. Wir ermitteln Ly = LN (—o0, —g),

2
|2x+5|§25z—3<=>—(2m+5)§25x—3¢>—2§27x<:>a:2—2—7.

Damit erhalten wir mit
5 2
L = —_—— > — L =
T {:C < 9 | x> 27} 0
als Losungsmenge des Falles 1.

Fall I, z > —%. Wir ermitteln L;; = LN [—g, 00),

|2x+5|g25m—3<:>2a:+5S25az—3<:>8§23x<=>:1:228—3,

womit sich fiir den Fall II die Lésungsmenge

8 5 8
Lip=|— =[—=

=] 53’ o0)
ergibt. Als Losungsmenge der Ausgangsungleichung erhalten wir schliefilich

8
L=L;ULj = [—,OO)

23
Beispiel 2:
Erhohen wir die Schwierigkeit, und betrachten die Ungleichung
1
-3 > —.
|z =3[ > —

Wie oben bemerkt, miissen wir den Wert z = 1 von vorneherein ausschliefien, damit ﬁ einen
verniinftigen Wert hat. Zur Behandlung bzw. Beseitigung des Betrages haben wir eben die Félle
I und IT erhalten, die wir nun genauer analysieren méchten.

Fall I, T > 3, Lcand = (3a OO)I

1 1
3> ——<=zr-3>—.
[ | z—1 ’ z—1
An dieser Stelle wird evtl. eine weitere Fallentscheidung n6tig, denn wir miissen die Ungleichung
mit £ — 1 multiplizieren, um der Isolation von z niher zu kommen. Beim Fall I ist x > 3, so da8
z — 1 in jedem Fall positiv ist.

1
T3> — (z-3)(z—1)>1<=2?—42+3>1

= -4z +2>0.
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x:&/ x=b X

Abbildung 5: Parabel schneidet die z-Achse bei a = —v/2+2, b=+1/2+2

1?2 — 4z + 2 = (z — 2)? — 2 beschreibt eine nach oben geéffnete Parabel, die die z-Achse an
den Stellen 1 = —v/2 + 2 und z5 = /2 + 2 schneidet (1,9 sind die Losungen der Gleichung
12 — 4z + 2 = 0, auch die Nullstellen des Polynoms z? — 4z + 2 genannt). Hieraus kann mann
nun schluffolgern, daB 22 — 4z 4+ 2 > 0 fiir £ < —v/2 + 2 und = > /2 + 2 gilt.

Erinnern wir uns nun daran, dal beim Fall I generell z > 3 zu gelten hat, so erhalten wir als
Losungsmenge im Fall T

LI = Lcand N ((_0052 - \/5) U (2 + \/57 OO)) = (2 + \/E,OO)
Fall IT, z < 3,z # 1:

1 1
lz =3 > —<«—=3—z>——.
r—1 T —

An dieser Stelle wird eine weitere Fallentscheidung nétig, denn wir miissen die Ungleichung mit
z — 1 multiplizieren, um der Isolation von x ndher zu kommen.

IIa 1<z<3,dh.z—1>0, Legng = (1,3]:

1
3-z>— B-z)(z—1)>l=4z—2>-3>1

— -4z +4<0.

Die Parabel 22 — 4z +4 = (z —2)? hat die doppelte Nullstelle z; = x5 = 2, d.h. die Parabel
schneidet die z-Achse nicht, sondern beriihrt sie nur, so daf die Ungleichung 22 —4z+4 < 0
fiir keine reelle Zahl x erfiillt ist. Damit erhalten wir im Fall ITa die Losungsmenge

LIIa = Q)ﬂ Lcand = @
b < 1,dh. 2 —1<0, Legng = (—00,1):

3—z> —= B-2)(r-1)<l<edz-2°-3<1

T —
— 224z +4>0.

Die Ungleichung 22 — 4z + 4 > 0 gilt fiir alle z # 2, so da8 wir aufgrund der Forderung
von z < 1 im Fall ITb die Lésungsmenge

LIIb = ((—OO, 2) U (21 OO)) N Lcand = (—OO, 1)

erhalten.
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Als Losungsmenge der Ungleichung |z — 3| > w—il erhalten wir nach der Auswertung aller Falle

L=L;ULiaULp=(2+V2,00) U(=00,1) = (—00,1) U (2 + V2, 0).

Wenn die Ungleichungen mehrere Betragsterme oder Glieder mit verdnderlichen Nennern haben,
erhoht sich die Zahl der zu diskutierenden Fille. Bei der Ungleichung
-1 2
lz—1] +——|z+1/ <5
T T
stellen wir die kritischen Punkte z = 1 und £ = —1 hinsichtlich der vorkommenden Betragsterme
fest, so dafl die Fille

le<-1=z-1l=—(-1)Alz+1=—(z+1),
II -1<z<lz#0=|z—-1l=z—-1A|lz+1=—(z+1)und
Mlz>1l=|z-1=z—-1A|lz+1=z+1

bei der Losung der Ungleichung zu unterscheiden sind. Bei Fall 11 sind aufgrund des Vorzeichen-
wechsels von z die zwei ” Unterfille” ITIa mit z < 0 und IIb mit z > 0 zu unterscheiden. Die
Losung der Ungleichung sei als gute Ubung empfohlen.

1.6.4 Geometrische Losung von Ungleichungen
mit einer Variablen

Bei den eben durchgefiihrten Fallunterscheidungen ist die Gefahr grof}, einen Fall zu vergessen
oder ungeniigend zu wiirdigen.

Eine Methode, die weniger fehleranfiillig ist als die oben beschriebene algebraische Methode,
wollen wir geometrische Methode nennen. Zur Erlduterung der Methode betrachten wir das
Beispiel 2 aus dem vorigen Abschnitt, also die Ungleichung

|2z + 5| < 25z — 3. (1)

Wenn wir g(z) = |2z + 5| und f(z) = 25z — 3 setzen, dann bedeutet die Losung der Un-
gleichung (1) nichts anderes, als die Bestimmung der Intervalle oder Punkte z auf der reellen
Zahlengeraden, fiir die

g(z) < f(x)

ist. Wenn wir die Funktionsgraphen aufzeichnen, kénnen wir die Losung der Zeichnung ent-
nehmen. Die Abb. 6 verdeutlicht die geometrische Methode und ergibt, ebenso wie die alge-
braische Methode, die Losungsmenge L = [28—3, 00), wobei der Intervallendpunkt % genau die z-
Koordinate des Schnittpunktes der Funktionen g(z) und f(z) ist, also die Gleichung g(z) = f(x)

erfiillt.

Als weiteres Beispiel fiir die geometrische Losung betrachten wir die Ungleichung
lz+1] -]z —2| < 1.

Wihrend wir bei der algebraischen Betrachtung 3 Fille aufgrund der 2 kritischen Punkte z = —1
und z = 2 zu betrachten haben, geht es geometrisch recht einfach. Wir setzen g(z) = |z + 1|
und f(z) = |z — 2| 4+ 1 und suchen Intervalle auf der reellen Zahlengeraden, fiir die g(z) < f(z)
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Abbildung 6: geometrische Losung von |2z + 5| < 25z — 3

gilt.

Aus der Grafik liest man sofort
L = (—o00,1)

als Losungsmenge der Ungleichung ab.

1.6.5 Ungleichungen mit 2 Variablen

Wiéhrend die Loésungen von Ungleichungen mit einer Variablen in Intervallen auf der reellen
Zahlengeraden zu suchen waren, sind die Losungsmengen von Ungleichungen, in denen zwei
reelle Variablen z und y vorkommen, Teilmengen der reellen Zahlenebene. Hilfreich bei der
Losung von Ungleichungen mit 2 Variablen ist in vielen Fillen eine geometrische Betrachtung
oder eine graphische Losung. Die Ungleichung

<y

beschreibt die Menge aller Paare (z,y) mit 2,y € R und z < y. In der reellen Zahlenebene sind
dies alle Punkte, die auf und oberhalb der Geraden y = x liegen. Diese Losungsmenge bezeichnet
man auch als Halbebene z < y.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Ungleichung 2% — 4z + 4 < y, d.h., wir interessieren uns
fiir

L={(z,y) | z,y €R z? —dz+4 < y}.

Wenn wir die Funktion y = f(z) := 22 — 4z + 4 und ihren Verlauf betrachten, ergibt sich die
schraffierte Fliche der Abb. 9 als Losungsmenge, wobei die Parabel nicht mit zur Lsungsmenge
gehort.
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’ f(X)=|x+2|+1

N
AN
N

e

Abbildung 7: geometr. Losung von |z + 1] — |z — 2| < 1

y=X

Abbildung 8: Halbebene z < y

Hat man es mit Systemen von Ungleichungen, etwa mit

204+5 < vy (2)
z+y < 1

zu tun, bestimmt man die Lésungsmengen L; und Lo der beteiligten Ungleichungen und erhélt
die gesamte Losungsmenge als Durchschnitt der Losungsmengen

L=1L;NLs.
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Abbildung 9: Loésungsmenge von 22 — 4z +4 < y

Y A=2x+5

\(:1—x
\ X

AR

Abbildung 10: Lésungsmenge des Ungleichungssystems (2)

1.7 Die komplexen Zahlen
1.7.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen

Die hierarchische Einfithrung der Zahlsysteme
o N,
o Z,
. Q
e R
148t sich mit dem Wunsch, Gleichungen zu 16sen motivieren. Die Gleichung
n+z=0

hat in N fiir n € N keine Losung, allerdings in Z, ndmlich die eindeutige Losung z = —n.
Betrachtet man mit a,b € Z die Gleichung

ax = b,
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so ist diese i. allg. nicht in Z l6sbar, allerdings fiir a # 0 eindeutig l6sbar in Q mit der Losung
b
r=_.

a
Aus der Schule ist die Losung der quadratischen Gleichung
2 +pr+q=0 (3)
mit der p-g-Formel

2
p p

= ——Z*Z -_— —

1,2 9 4 q

bekannt. Allerdings kann die Wurzel in R nur im Fall %2 — q > 0 gezogen werden. Mit der
Einfithrung des Korpers der komplexen Zahlen C sind auch Wurzeln aus negativen Zahlen er-
kldrt und die Gleichung (3) wird in C losbar.

Definition 1.23.
Die durch > = —1 erklirte Gréfle i nennt man imaginiire Einheit.

Definition 1.24.

a) Die Menge C := {a + bi|a,b € R}, ausgestattet mit der gewdhnlichen Addition und Mul-
tiplikation, wobei i> = —1 zu beachten ist, heit Korper der komplexen Zahlen, d.h. es gelten
die gleichen Gesetze wie im Falle der reellen Zahlen (Kommutativgesetz fiir die Addition und
Multiplikation, Distributivgesetz und Assoziativgesetze Addition und Multiplikation).

b) Sei z = a + bi, dann heiit a =: Re z Realteil von z und b =: I'm z Imaginirteil von z.

c) Z = a—bi heifit die zu z = a+ bi konjugiert komplexe Zahl (z und Z bilden ein Paar konjugiert
komplexer Zahlen.

d) Durch

|z| (=Vz-Z

definieren wir den Betrag der komplexen Zahl z, und rechnen fiir z = a + bi

2| = v/(a + bi)(a — bi) = Va2 + bai — abi — i2b? = /a2 + b2
aus.

Die Division zweier komplexer Zahlen z und w, |w| # 0, wird durch

z 1

w fwP”

w

erklart. Zur Motivation der Definition der Division betrachten wir z =144 und w = 2 — 4. Fur
Z schreiben wir nun formal %—“_L; Die Rechnung (Erweiterung)

14+i (1+9@+d) 1, . ., 1 3
- L2434+ =
=i @@t slTlFT) =gty

fiihrt auf die bekannte Darstellungsform = = % + %z der komplexen Zahlen, und bedeutet nichts
anderes als den ”Nenner reell zu machen”, unter Beriicksichtigung des Faktes, da} das Produkt

einer komplexen Zahl mit der konjugiert komplexen Zahl immer reell ist.

Bemerkung 1.25.
R C C ist ein Unterkorper.



1 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 27

Satz 1.26.
Fiir z und z gelten die Regeln

(i) z =z,
(i) z+w=7Z+w,
(i) z-w =Z - w.
Gleichheit von komplexen Zahlen z; = a + bi und 2o = ¢+ di liegt vor, genau dann, wenn a = ¢
und b = d gilt.
Unter Nutzung der komplexen Zahlen kénnen wir nun die Gleichung (3) auch fiir den Fall

%2 — g < 0 16sen und kénnen mit

2
P . p
=—-=4% - —
Z1,2 2 1 4q 4

zwei komplexe Losungen angeben (z; ist dabei die zu x5 konjugiert komplexe Zahl).

Bei der weiteren Beschiiftigung mit den komplexen Zahlen stellt man fest, da auch Gleichungen
hoherer Ordnung im Bereich der komplexen Zahlen losbar sind, so dal man von der algebraischen
Abgeschlossenheit der komplexen Zahlen spricht, und der folgende Satz gilt:

Satz 1.27. (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei p(z) = 2"+ ap_12"" L + - + a1z + ag mit ag,---,an_1 € C ein komplezes Polynom.

Dann gibt es genau n komplexze Nullstellen x1,...,x, € C, die nicht notwendigerweise paarweise
verschieden sein missen, und es gilt

p(z) = (z —a1)(z —zg) -+ (z = 2n).

Bemerkung 1.28.
Betrachten wir noch einmal die quadratische Gleichung z? + pz + ¢ = 0. Nach Satz 1.27 mufl
gelten

p(2) =2" +pz+q= (2 — z1)(z — 2).

Das rechnet man mit

_ p_ _P LTI R
(z—1)(z —x2) = (z+2 i\ q 4)(z+2+z q 4)
2 2 2 2
— 2. P N P I U Y PR A N TP
= z+z2+zz q 4—|—2z i\ q 4z+4 i“(q 4)
= 22 +pztgq,

auch erfolgreich nach.

1.7.2 Die GAusssche Zahlenebene

Wenn wir in der Ebene ein kartesisches (z, y)-Koordinatensystem einfithren und auf der z-Achse
den Realteil und auf der y-Achse den Imaginirteil einer komplexen Zahl z = a + bi auftragen,
entspricht jede komplexe Zahl einem Punkt in der Ebene, die man GAuUSssche Zahlenebene
nennt.

In der GAUSsschen Zahlenebene ist eine komplexe Zahl auch durch ihre Polarkoordinaten (r, ¢),
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1t zZ=2+i
r
o)

Abbildung 11: komplexe Zahl z = 2 + ¢ in der GAUSsschen Ebene

é Rez

also den Radius r und einen Winkel ¢, charakterisiert. » = |z| ist der absolute Betrag (Abstand
des Punktes in der GAUsSschen Zahlenebene vom Ursprung) von z und Arg z := ¢ nennt man
Argument von z (arg z ist der Hauptwert von Arg z aus dem Intervall (—m,7]).

Der Ubergang von den Polarkoordinaten zu den kartesischen Koordinaten einer komplexen Zahl
z wird durch die Gleichungen

a=rTcos¢

b=rsing

hergestellt, und ausgehend von den kartesischen Koordinaten a, b erhilt man

r=+va?+b?=|z|

tan ¢ = 9
a

20

tan(t) —
15

10

-10 +

-15 +

20 b L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 12: Graph der Tangens-Funktion im Intervall [—m, 7]

Da tan ¢ = % im Intervall (—m, 7] zwei Losungen hat, ist durch den Quadranten (Vorzeichen
von a und b), in dem die Zahl z liegt, zu entscheiden, welche Losung die richtige ist (Abstand
der Losungen ist 7, sieche auch Abbildung 12).

Beispiele:
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a) z=2+1i—=
2| =v22+12 = /5, tan ¢ = &+ — ¢ = 26.56°,
da die komplexe Zahl im ersten Quadranten liegt, also
z = \/5(cos 26, 56° + i sin 26, 56°),

b) z2=-2+i=

2| = /(=2)2 + 12 = V5, tan ¢ = L5 — ¢ = —26,56° + 180°,

da die Zahl im zweiten Quadranten liegt, also
z = \/5(cos 153,44° + i sin 153,44°),
c) z=1-1=
|z| = V2, tan ¢ = —1 — ¢ = —45°,
z = v/2(cos(—45°) + i sin (—45°)) = v/2(cos 45° — i sin 45°),
d) z=—i (a#0) =
|z| =1, tan ¢ = —oco0 — ¢ = —90°,
z = (cos(—90°) + i sin(—90°)) = cos 90° — 4 sin 90°).
Im Ergebnis der Beziehungen zwischen kartesischen und Polarkoordinaten erhilt man die Po-
larkoordinatendarstellung (trigonometrische Darstellung) der Zahl z mit

z =r(cos ¢+ isinp). (4)
Die Multiplikation der komplexen Zahlen z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) und w = |w|(costp + i sin 1)
ergibt unter Nutzung der Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen
z-w = |z||w|((cos pcosp — sin $sinip) + i(cos ¢ sinp + sin ¢ cosp))
= |zllwl(cos(¢ + o) + 1 sin(d + ).
Damit ergibt sich die Multiplikation zweier komplexer Zahlen, mit der Multiplikation ihrer Be-

trage und der Addition ihrer Argumente.
Fiir die Division zweier komplexer Zahlen z und w, (|w| # 0) erhilt man auf dhnliche Weise

= %(cos(qs ) +isin(g — ),
also bedeutet die Division zweier komplexer Zahlen die Division ihrer Betrige und die Subtrak-
tion ihrer Argumente.

Von L. EULER stammt die Verabredung
Definition 1.29. EULERsche Formel
€' := cos ¢ + i sin . (5)
Mit der EULERschen Formel ergibt sich fiir eine komplexe Zahl z ihre Exponentialdarstellung
z = |z]et?,

wobei die gleichen Potenzgesetze fiir komplexe Exponenten wie bei reellen Exponenten verab-
redet werden. Wir werden spéter feststellen, dal somit die Exponentialdarstellung das Rechnen
mit komplexen Zahlen und die Losung komplexer Gleichungen angenehm vereinfacht.
Bemerkung 1.30.

Aufgrund der Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion gilt
fiir eine komplexe Zahl z

z = r(cos¢+isingd)=r(cos(¢d+ k27) +isin(P + k27)) bzw.
7z = re'® = Tei(¢+k2”),

fiir beliebige k € Z.
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1.7.3 Potenzieren und Radizieren

Wir kénnen bisher komplexe Zahlen addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren. Mit
der Kenntnis der Multiplikation kénnen wir auch ganzzahlige Potenzen komplexer Zahlen bilden.
Die Berechnung von z'2, z.B. fiir z = 2 4 2i ist allerdings auf dem Wege

ZIQZZZZZZZZZZZZZ

recht miihselig und es lohnt sich, iiber einen eleganteren Weg nachzudenken, der neben dem
Potenzieren auch eine elegante Methode des Radizierens beinhaltet.

Wir erinnern uns an die Exponentialdarstellung einer komplexen Zahl und schreiben z = 2 + 23
in der Form (Radius von z ist hier v/8 und argz = Z)

auf. Mit der Anwendung der aus der Schule bekannten Potenzgesetze erhilt man
212 — (\/geig)u — (\/§)12(ei§)12 — 866i37r_

Ist die Gleichung 23 = w = —3 4+ v/3i zu 16sen, sind alle komplexen Zahlen zu ermitteln, fiir die
die Gleichung gilt. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra wissen wir, daf} es genau 3 Lésungen
geben mufl. Zur Bestimmung dieser 3 Losungen betrachten wir nun die Exponentialdarstellung
von w = —3 + /3i (Radius ist v/12 und argz = °F)

w = \/ﬁei%ﬂ,
und erinnern uns an die Bemerkung 1.30, wonach auch
w— \/ﬁei(%’“—ﬂkw) (6)
fiir beliebige k € Z gilt.

Definition 1.31.
Fiir die weitere Betrachtung verabreden wir, dass jede Zahl a n-te Wurzel der komplexen Zahl
b heiBt, fiir die a™ = b gilt. Fiir a wird auch die Bezeichnung /b verwendet.

Wenn wir nun die 3. Wurzel aus der Zahl w = —3 + v/3i ziehen, und die Beziehung (6) beriick-
sichtigen, erhalten wir mit

fir ¥ € Z die Losungen der Gleichung 23 = w = —3 4 1/3i, und stellen fest, dafl 2z = 23 =
26 =29 = ..., 2 =24 =27y = ... und 2o = z5 = zg3 = ... gilt, so daB wir entsprechend
dem Fundamentalsatz der Algebra auf dem beschrittenen Weg tatsdchlich nur die drei Lésungen
20,21 und zo der Gleichung erhalten.

In der GAUSSschen Zahlenebene liegen zg, 21, z2 auf einem Kreis mit dem Radius 125 = V/12.
Die Positionen von 2z, z1, 2o auf dem Kreis markieren ein regelméfiges Dreieck (siehe auch Abb.
13).

Das Ergebnis der Uberlegungen zum Potenzieren und Radizieren fassen wir im folgenden Satz
zusammen.
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Imz

Rez

Abbildung 13: 3. Wurzeln der Zahl w in der GAUSSschen Zahlenbene

Satz 1.32. (Formeln von MOIVRE)
Sein € N. .
a) Die n-te Potenz von z = a + bi = r(cos$ + i sing) = re'® ergibt sich zu

2" = r"(cos(ne) + i sin(np)) = r"e™?.

b) Fiir jede kompleze Zahl w = 1€’ # 0 hat die Gleichung 2" = w genau n verschiedene
Lésungen, namlich die n n-ten Wurzeln

¢

n

¢ k27T k2n

ze = 3/r(cos(— + k2_7r) +isin(=+—)) = {L/;ei(%+7)
n nooon

firk=0,1,...,n—1.

Die n-ten Wurzeln liegen auf einem Kreis mit dem Radius /7 um den Nullpunkt der GAUSSschen
Zahlenebene und bilden ein regelmdfiges n-Eck.

2o nennt man Hauptwert von /z.

Beispiele:
a) Zu bestimmen sind die komplexen Zahlen, fiir die

z+1 1431
4 z-1

gilt. Wegen des Nenners der rechte Seite suchen wir nur nach komplexen Zahlen, die
ungleich 1 sind. Nach der Beseitigung der Nenner durch Multiplikation mit 4(z — 1) erhélt
man die Gleichung 22 — 1 = 4 + 44 bzw. 22 = 5+ 4i. Um die beiden Wurzeln aus 5 + 44 zu
bestimmen, rechnen wir Radius r = |5 + 4i| = v/41 und Argument ¢ = arctan% = 38,65°
aus und erhalten mit derMo1vREschen Formel

20 = V41(cos0,67474 +isin0,67474)
= 2.53(0.78086 + i 0.62469) und
21 = V41(cos(0,67474 + ) + i sin(0, 67474 + 7))

= 2.53(—0.78086 — 7 0.62469).

Bei der Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl liegen die beiden Losungen um 7 auf
dem Kreis in der GAUssschen Zahlenebene versetzt, so daBl man hier ein ”2-Eck”, sprich
die geradlinige Verbindung der 2 Punkte in der Ebene erhilt.
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b)

1.8

Es sind alle Losungen der Gleichung 2* = 1 zu ermitteln. Wir erhalten |1| = 1 und
arg1l = arctan 0 = 0. Die Anwendung der MO1vVREschen Formel ergibt die 4 Wurzeln

Zp = cos0+1esin0=1

21 = cos(0+ ) +isin(0+3) =i

zo = cos(0+7)+isin(0+7)=—1

z1 = cos(0+ 37#) + 7sin(0 + 37#) =—i

Mit den 4 Wurzeln kénnen wir nach dem Fundamentalsatz der Algebra das komplexe
Polynom p(z) = z* — 1 in Linearfaktoren zerlegen, und erhalten

p(z) =2 —1=(2—1)(z—i)(z+1)(z +4).
Es sind alle z € C zu bestimmen, die der Gleichung
22 42224+1=0

geniigen. Wir bemerken z* 4 222 + 1 = (22 + 1)2, so da8 wir nur nach den Nullstellen von
22 + 1 zu suchen haben. Diese sind uns allerdings mit

zg=tund z1 = —1

bekannt. In diesem Fall sind zy = ¢ und z; = —i doppelte Nullstellen, d.h., zp und z;
haben jeweils die algebraische Vielfachheit 2, und die Zerlegung nach dem Hauptsatz der
Algebra lautet

24222 +1=(z—i)(z+9)(z—i)(z+1) = (z — i) (z +19)

Polynome

1.8.1 Definition und Grundlagen

Uber dem Kérper der komplexen Zahlen C wollen wir Polynome definieren. Es sei daran erinnert,
dafl wir den Begriff Polynom schon im Abschnitt ”Komplexe Zahlen” beim Fundamentalsatz der
Algebra verwendet haben und ihn sicherlich auch aus der Schule kennen.

Definition 1.33.

a)

b

C

e

)
)
d)
)

Ein Polynom tber C (Korper der komplexen Zahlen) ist eine Abbildung p : C — C der
Form

n
p(z) = Zaix’, ag, .., ap € C.
i=0

Die Elemente ay, ..., a, € C heilen Koeffizienten von p.
Ist a, # 0, so heiBt n der Grad von p und wird mit deg p bezeichnet.
Ein Element « € C heifit Nullstelle von p, wenn p(a) = 0.

Die Menge aller Polynome iiber C bezeichnen wir mit C(z).
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Satz 1.34.
Sei p ein Polynom mit dem Grad n, und o € C eine Nullstelle, so existiert ein Polynom q mit
dem Grad n — 1 und p(z) = q(z)(z — ).

Satz 1.35.
Seien p und q Polynome mit einem Grad kleiner oder gleich n und xg,x1,...z, € C paarweise
verschieden und gilt p(z;) = q(z;) firi=20,1,...,n. Dann gilt p(z) = q(z) fir alle x € C.

Satz 1.36. (Polynomdivision)
Seien p ein Polynom aus C(x) mit dem Grad n und q ein Polynom aus C(z) mit dem Grad
m, und sei n > m. Dann ezxistiert genau ein Polynom s € C und ein Polynom r € C mit
deg r < deg q, so daf
p(z) r(z)
(

p(z) = s(z)q(z) +r(z)  bzw. @ s(z) + @)

gilt.

Beispiel fiir die Polynomdivision:

Gegeben seien die Polynome p(z) = x* 4+ 2 und ¢(z) = 2% + 2iz — 1. Die Division f}% ergibt

(z* +26) : (2?2 + 2iz — 1) = 22 — 2ix — 3
—(z* + 2iz® — 2?)
(—2iz3 + 2% + 21)
—(—2ix3 + 422 + 2iz)
(—3x? — 24z + 2i)
—(—32? — 6iz + 3)
diz — 3 +2i

und damit gelten s(z) = 22 — 2iz — 3 und 7(z) = 4iz — 3 + 24, und
4 . . .
T+ 2 9 , dix — 3+ 24
_ TR 2 9ip 34—
242z -1 ° ' +w2+2i$—1

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl die Ergebnisse der elementaren Teilbarkeitstheorie
(EukLiDischer Algorithmus) mit dem Satz 1.36 gewissermafen auf Polynome iibertragen werden.

Satz 1.37. (LAGRANGE-Interpolation)
Seien xg, ..., T, € C paarweise verschieden und vy, ...,y, € C beliebig. Dann g¢ibt es genau ein
Polynom L(z) mit deg L < n und L(z;) = y; fir alle i =0, ...,n.

Da der Beweis konstruktiv ist, und eine niitzliche Formel enthilt, soll er kurz dargelegt werden.

Beweis. Wir definieren mit

n

r — I; .
Litz) = [ 2=% eC(z), j=0,...n,
R
1=0,i#£j

die LAGRANGE-Koeffizientenpolynome. Die L; sind Polynome vom Grad n. Man rechnet leicht

1, falls i=j
LJ(IZ)_{ 0, falls i
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nach und erhalt mit

z) =) y;Lj(x)
j=0

ein Polynom mit den im Satz geforderten Eigenschaften. Die Einzigkeit folgt direkt aus dem
Satz 1.35. n

Beispiel:

Gegeben seien mit g = 1, z1 = 2 und 22 = 3 drei Stiitzwerte, und mit yg = 1, y; = 3 und
yos = 2 drei Mefiwerte an den Positionen zg,z; und zo. Gesucht ist ein Polynom L(z) mit
L(z;) =y, 1=0,1,2.

Aus dem Satz 1.37 folgt fiir die Lagrange-Koeffizientenpolynome

— _ (&2)(x=3) _ 5
L) - eonlennl, ~ e 2e D g
L .77): m‘f 22;{51:6;2 = L= (156 ):_2‘772—{_437_3,
1)(z—2 T o
Lo() = mimimyteay = b = F
und daraus ergibt sich
Liz) = 1-(5 -3 43)+3- (-2 +4z—3)+2- (& — 32 41)
= 3+ Pz —4
2% 2

y

1 Y1
3 TR LW

+ e}
2 Yo
1 o

Yo
1 2 3 X

Abbildung 14: Interpolation von Mefiwerten nach Satz 1.37

Der nachfolgende Satz kann im Unterschied zu allen anderen Aussagen dieses Kapitels (, die
elementar gezeigt werden kénnen) im Rahmen der HM nicht bewiesen werden.

Satz 1.38.
Jedes nichtkonstante Polynom p € C(x) hat mindestens eine Nullstelle.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt der

Satz 1.39.
Sei p ein Polynom iber C mit dem Grad n, dann ezistiert fir p(x) eine Zerlegung in Linearfak-
toren

p(z) = an(z — 21)(z — 22) - -+ - (2 = zn),
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wobei 21, ...,2, € C die Nullstellen von p sind. Wenn Indizes i # j mit z; = z; existieren, dann
werden z; und z; zu einer Nullstelle zusammengefaft, und man erhilt

p(z) = an(z —21)™ (z — 22)™2 - -+ - (z—2z)",
wobei die, mdglicherweise mehrfachen Nullstellen, nun paarweise verschieden sind. Weiterhin
gilt

r<mn, m; > 1, mi+mo+-- +my =n.

m; heifit Vielfachheit der Nullstelle z;.

1.8.2 Polynome mit reellen Koeffizienten

Wir betrachten nun die Polynome p € C(z) mit reellen Koeffizienten, d.h., p(z) = Y1, a;z’
mit ag, ...,a, € R. Auf diesen wichtigen Spezialfall werden wir unser Wissen aus dem vorange-
gangenen Abschnitt {iber komplexe Polynome anwenden, um Zerlegungen in ein Produkt reeller
Polynome moglichst kleinen Grades zu erhalten.

Satz 1.40.

Sei p € C(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und sei a € C eine m-fache Nullstelle von
p, also p(a) = 0.

Dann ist @ ebenfalls Nullstelle mit p(a) = 0.

Beweis.
Wir fithren den Beweis nur fiur m = 1.

p(@ = ) ajoi =) a@al
Jj=0 Jj=0
n n
= Zajaj— ajod =p(la)=0=0
J=0 J=0

0

Bemerkung 1.41.

Als Schluf$folgerung aus dem Satz 1.40 ergibt sich fiir ein Polynom p € C(z) mit reellen Koeffi-
zienten mit dem Grad n, dafl mit einer Nullstelle z; der Vielfachheit m;, auch z; eine Nullstelle
von p mit der Vielfachheit m; ist.

Ist der Grad des Polynoms p ungerade, so hat p mindestens eine reelle Nullstelle, denn nach dem
man alle Paare konjugiert komplexer Nullstellen gebildet hat, mufl mindestens eine Nullstelle
iibrig bleiben, fiir die kein konjugiert komplexer Partner mehr vorhanden ist (was ja nach dem
Satz 1.40 fiir jede komplexe Nullstelle moglich sein muf).

Ist Grad des Polynoms p gerade, so ist die Zahl r der reellen Nullstellen ebenfalls gerade (mogli-
cherweise gibt es auch iiberhaupt keine reelle Nullstelle (r = 0)).

Lemma 1.42.
Das Produkt der Linearfaktoren (x—z;) und (x—%;) ist ein Polynom 2. Grades mit ausschlieflich
reellen Koeffizienten.

Beweis.
Man erhalt

r—zi)lx —Z;) = wQ—xT—m2'+z'7
J J J J <3

= 2’ — (5 + 5z + 27,
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also ein Polynom mit den reellen Koeffizienten ay = 1, a1 = —(2; + ;) = —2Rezj und a9 =
%7 = |7 O

Beispiel:
Wir betrachten das konjugiert komplexe Zahlenpaar z = 2+ 5¢ und Z = 2 — 5¢. Dann ergibt die
Rechnung

(x— (245)(z — (2-5i) = 2°—(2+5i)z— (2 —5i)z+ (2 +5)(2 — 5i)
22 — 4z +4 — 25i% = 2% — 4z + 29,

also ein Polynom mit den reellen Koeffizienten
as=1,a; = —4=—-2Rez und ag = 29 = |2|2.

Im direkten Ergebnis des Fundamentalsatzes der Algebra, des Satzes 1.40 und des Lemmas
1.42 konnen wir den folgenden Satz zur Zerlegbarkeit von Polynomen mit reellen Koeffizienten
formulieren.

Satz 1.43.
Ein Polynom p € C(z) n-ten Grades mit ausschlieflich reellen Koeffizienten kann man in lineare
und quadratische Faktoren mit reellen Koeffizienten zerlegen. Es gilt die Zerlequngsformel

T S

T S
p(z) = ay, H(ac — zi)"* l—I(ac2 +pjz +q;)", mit ka + 2an =n.
k=1 j=1

k=1 7j=1

Beweis.

Da mit jeder komplexen Nullstelle w; auch w; Nullstelle des Polynoms p ist, findet man insgesamt
s komplexe Nullstellenpaare w;, w;, deren Vielfachheit jeweils n; sein soll.

Die restlichen r Nullstellen sind reell. Wir bezeichnen sie mit z;, wobei mit my die Vielfachheit
von zj, bezeichnet wird.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra bzw. Satz 1.39 gibt es fiir das Polynom p die Darstellung

p(z) = ap(z—21)" (2 —22)™ ... (x — 2z)™ (7)

(z —w)™ (z —w1)™ (2 — wa)™(z — W)™ ... (x — ws)™ (z — ws)".

Wenn wir das Produkt der Linearfaktoren z — w; und z — w; bilden, erhalten wir nach Lemma
1.42 mit

o +pjz + g5 = (v — wy)(z — wj)

ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten. Damit folgt aus (7) die behauptete Zerle-
gungsformel.

Die Anzahl und die Vielfachheit der reellen Nullstellen und komplexen Nullstellenpaare erklirt
die Formel >} ) mg +23 27, nj =n. O

Beispiel 1:

Wir betrachten das Polynom p(z) = 2% — 22 + z — 1 und finden mit 2; = 1 durch genaues
Hinsehen eine Nullstelle. Beim zweiten Hinsehen finden wir mit zo = ¢ eine Nullstelle und
konnen mit dem Satz 1.40 schlufifolgern, dafl auch z3 = 23 = —i eine Nullstelle ist, da unser
Polynom ausschliefllich reelle Koeffizienten hat. Wir erhalten also die Faktorisierung

3

p(z) = (z = 1)(z —i)(z + 1),
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bzw. nach der Produktbildung (z — i)(z + i) = 2 4+ 1 mit
p(z) = (z - 1)(z” +1)

die Zerlegung in einen Linearfaktor und einen quadratischen Faktor. In diesem Fall gilt fir die
Zahlen des Satzes 1.43

n =3, k=1, mp =1, s=1 ny =1,

und damit m; +2n1 =14+2*x1 =3 =n.

Beispiel 2:

Sei das Polynom p(z) = z* — 22® + 322 — 2z + 1 gegeben. Wir finden mit einem kommerziellen
Programm die Nullstelle z; = % + @z Da wir wissen, dafl z0 = z1 = % — @z ebenfalls eine
Nullstelle ist, konnen wir das Polynom p(z) ohne Rest durch (z — z1)(z — 2z2) dividieren, und

erhalten ein Polynom ¢(z), so da8

und

(z* —22% +322 - 204+ 1): (22 —2z+ 1) =22 -2 +1
—(z* — 23 + 2?)
(—23 + 222 — 22+ 1)
—(—z% + 2% — 1)
(2?2 —z+1)
—(z2 -z +1)
0.

Damit haben wir fiir p(z) die Zerlegung
p(z) = (2? —z 4+ 1)?
erhalten, und mit den Bezeichnungen des Satzes 1.42 haben wir
n =4, k=0, s=1, ny =2,

und damit 2ny =2*x2=4=n.

1.8.3 Berechnung von Polynomwerten - HORNERschema

Die Berechnung des Wertes eines Polynoms p(z) fiir eine vorgebene Zahl z € C oder z € R 148t
sich auf verschiedene Weise durchfiihren, jedoch ist das HORNERschema eine besonders effektive
Methode. Dabei iiberlegt man, da8 fiir ein Polynom p(z) mit dem Grad n gilt

p(.%‘) = apz" + anflmn_l +---4aiz+ag
= z(anz" ' +an 12" % +...a1) +ao

= z(...(z(z(z((xan + an-1) + an—2) + an-3) +---+a1) +ag .
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Betrachten wir konkret ein Polynom 4. Grades g(z) = Z?:o ajz?, so gilt

q(z) = asz* +a37® +axx® + a1z +ao
= z(z(z(zas + a3) + a2) + a1) + ao,

womit sich die rekursive Berechnung des Polynomwertes ¢(zo) durch die Berechnung von

by =ay

b3 = a3+ b4.’13()

by = az+ b3zo by = ay,

by = a1+ baxyp bj =a;+ bj+11170 ,7=3,2,1,0

bO =ag + bl.’II()

mit by = g(zo) ergibt. Man kann das HORNERschema in der Tabelle

a4 az a2 a1 ago
+ byzg bsrog baxo bixg

zox | by /S b3 S ba 0 by S by = gq(xo)

zusammenfassen. Fiir das Polynom ¢(z) = 3z* + 223 — 20z + 4 berechnet man ¢(4) mit dem
HORNERschema

3 2 0 —20 4
+ 12 56 224 816 (8)

4x |3 0 14 7 56 7 204 7 820 = g(4).

Fiir ein Polynom p(z) mit dem Grad n notieren wir zur Berechnung des Wertes von p(xy) das
HORNERschema

anp Qp—1 - a1 ag
+ bnxo ... boxy bixg (9)
To* | by = ay / bn—1 /‘ Tt /‘ by / by = p('TO)'

Die SchluBzahl der dritten Zeile des HORNERschemas (9) ist der Wert p(z() und die iibrigen
Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms g(z), das man bei der Division von
p(z) durch den Linearfaktor z — xg erhilt. Es gilt der Satz

Satz 1.44.
Mit

n—1
bn, = an, b]' =a; + bj_|_1.’130 ,j=n—-1,n—-2..,0, g(:z:) = ij.H.’L‘J ,
Jj=0

gilt
p(z) =g(z) + bo , T # 3o (10)
T — T T — T
Beweis.
Wir errechnen auf direkte Weise
n—1 n—1 n n—1
(.’L‘ — xg)g(x) +b = Z bj+1$j+1 — Xy Z bj+1$j + by = Z bk.'L'k — X Z bj_|_1.'1,'j + by
j=0 4=0 k=1 §=0
n—1 n—1 n—1
= apz" + Z bpz® — z0 Z b]-+1acj =apx" + Z(bj - xobj+1)zj
k=0 §j=0 §=0

n—1 n
= apz" + 5 a;z’ = E a;z’ =p(z) .
=0 =0
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Die Division durch (z — zg) ergibt die Behauptung. O

Bemerkung 1.45.
Ist zy eine Nullstelle des Polynoms p(z), so sieht man mit dem Satz 1.44 sofort, daf p(z) durch
x — xo ohne Rest teilbar ist, da by = p(zo) = 0.

Beispiel:
Betrachten wir das Polynom g(z) = 3z* + 22> — 20z + 4. Zur Berechnung von % nehmen wir
die Zahlen der 3. Reihe des HORNERschemas (8) und finden nach Satz 1.44

9
A7) _ 33 4 1422 4 560 + 204 + 220
x—4 xr —

Mit dem HORNERschema berechnet man also mit minimalem Aufwand
1) den Funktionswert p(z¢) eines Polynoms p, und
2) die Division von p(z) durch den Linearfaktor = — z.

Desweiteren ist es moglich, mit iterierter Anwendung des HORNERschemas ein Polynom p(z) =
Z?:o a;z? nach Potenzen von z — z¢ umzuordnen, d.h., Zahlen cy, ...,c, € C zu berechnen, so
daB

p(.T) = ZCJ(‘T - :L'O)j , T € C, (11)
j=0

gilt?. Ohne an dieser Stelle niiher auf den Begriff der Ableitung einer Funktion einzugehen, sei
darauf hingewiesen, daf} fiir die Koeffizienten c; die Beziehung

B p(j) (o)
="

Cj , j=0,1,...,n,

gilt, wobei p(™ fiir n-te Ableitung der Funktion p steht.

Wir schreiben das sogenannte vollstindige HORNERschema, fiir das Polynom p(z) = 2z* — 23 —
z — 18 auf und wollen zum einen p(2) berechnen, und zweitens p nach Potenzen von z — 2

umordnen.
2 1 0 ) ~18

+ 4 6 12 22
%2, 30 6, NS d=ig| =200 oy
+ 4 14 40
%2 T A 0 Bl=g = 200 _ 5
+ 4 22 (12)
% (2 A 112 42 = = 220 _ g9
+ 4
%[22 15=:cs =250 — g5
+
2% | 2 =:1¢4 = p(4;!(2) =9

3Die Beziehung (11) heifit auch die TAYLORentwicklung von p(x) an der Stelle z — x.
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Mit den Koeflizienten cy, ¢1, c2, c3, ¢4 konnen wir das Polynom nach Potenzen von z —2 umordnen
und erhalten

p(z) = 20" —2® — 218
= 2z —2)" +15(x — 2)® + 42(z — 2)> + 51(z — 2) + 4.

1.8.4 Zerlegungsatz fiir komplexe Polynombriiche*

Zum Abschlufl des Kapitels ”Polynome” soll noch auf eine wichtige Zerlegung von ”Polynom-
briichen” hingewiesen werden, die etwas spéter, im Vorfeld der Berechnung von Integralen, noch
ausfiihrlicher diskutiert wird.

Definition 1.46. (rationale Funktion)
Seien p(z) und ¢(z) Polynome aus C(z) mit deg p = n und deg ¢ = m
Quotienten von p und ¢

heilen rationale Funktionen.
Ist n < m, nennt man den ”Polynombruch” f(z) eine echte rationale Funktion.

Nach Satz 1.36 kann man jede rationale Funktion f(z) darstellen als Summe einer echten ra-
tionalen Funktion g(z) und einem Polynom s(z). g(z) und s(z) erhilt man im Ergebnis der
Polynomdivision.

Fiir echte rationale Funktionen bzw. Polynombriiche gilt der folgende Satz.

Satz 1.47. (komplexe Partialbruchzerlegung)
Seien p(z) und q(z) Polynome aus C(x) mit deg p =n und deg g = m und n < m. q(x) hat die

Nullstellen z1, 23, ...,z mit den Vielfachheiten m1, mo, ..., m, und somit die Darstellung
g(x) =bp(x —21)"" (x — 22)"™ ... (x — 2,)™
Dann gibt es fir die rationale Funktion f(z) = % die Zerlegung
( ) — A1m
% - wal}zl + (m 21)2 Tt (z— zl)lml
a2m
+ wazéz + (wazzz2)2 -+ =22 )2 3
+ (13)
ari Army
Ml s B =

a
= D k= 12] 1 (z I?k)w

mitakjE(C, k=1,2,...,r, 7=1,2,..., mg.

Satz 1.48.

Es mégen die Voraussetzungen und Konventionen des Satzes 1.47 gelten. Weiterhin seien die
Koeffizienten der Polynome p(z) und q(z) reell.

Beziigl. der Partialbruchzerlegung gilt

a) Ist eine Nullstelle zy, reell, so sind auch die Koeffizienten ay1,ak2, ..., km, Treell.

b) Ist eine Nullstelle z, mit der Vielfachheit my komplez, dann gibt es eine Nullstelle z; mit
zr = z; und z; mit der gleichen Vielfachheit my,
und fiir die Koeffizienten ay; und ay;, j = 1,2,...,my, gilt

Qgj = Q-



1 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 41

Statt des Beweises der Sétze 1.47 und 1.48 wollen wir uns die Zerlegung der rationalen Funktion

?+1z-1
zt =223 + 322 -2z + 1

iiberlegen. Wir erinnern uns daran, daf$ das Nenner-Polynom ¢(z) = z* — 222 + 322 — 2z + 1 die
Nullstellen

1 V3 1 V3.

a=gtoh 2=y 5

mit den Vielfachheiten m; = 2 und mo = 2 hat, so daf} es nach dem Satz 1.47 die Zerlegung

e | _ ?+r—1 (14)
2t =203 +322 - 224+ 1 (2 — 21)%(z — 29)2
a1 a9 a21 + a22

- :v—zl+(x—zl)2+a:—zQ (z — 22)

2

geben muB. Wenn wir die Gleichung (14) mit (z — ;)2 multiplizieren, erhalten wir

2
-4+ —1 a a
—————% =an(r —21)+ a2+ 21 (x—z1)2+i2(:v—zl)2,
(z — 22) T — 29 (x — 22)
und konnen aqs fiir x = 2z; bestimmen als
24z —1 —1+3i 1 \/?_)Z_
a = = = — — —9.
27 G — )2 —3 33

Aus Satz 1.48 folgt fiir ass

Wenn wir nun die Beziehung (14) umschreiben zu

22+ —1 a2 ai a1 a9

(z — 21)2%(z — 29)? B (z — 21)

2 :v—z1+:v—zQ+(x—22)2’

muf die ”linke” Seite nach Satz 1.47 mit einem Polynom s(z) in der Form

?+x—1 a12 s(x)

(z — 21)%(z — 22)? B (xr—21)2  (z—21)(z — 29)2

darstellbar sein. Nach einigem Rechnen erhalt man fiir s(z)

s(x):(§+?i)m+%—?'.

Aus

s(z a a a
@) o, on | om
(x — z1)(z — 22) x—2z T—2z2 (x—2)

ergibt sich durch Multiplikation mit = — z;

R OV R Bl ik Tl SNRL:
(2’1 - 22)2 ) 9
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und damit nach Satz 1.48

ERRRVE
a21 = 11272-

Zusammenfassend erhalten wir die komplexe Partialbruchzerlegung

w4—2$3+3x2—2w+1:w—21 (x—21)2 z—20 (T—29)%

(15)
Mit Blick auf die Nutzung der Partialbruchzerlegung bei der Integration fassen wir die Glieder

der rechten Seite der Gleichung (15) paarweise zusammen, wir erhalten

V3i V3i 1

—9 T—% 5 ToAm 3

T—2 T—29 T—29 x—2 x2-—x+1’

“IS
“IS

G-
xz

(

i) (z — 22)? 4 (3 + %20) (z — 21)? 2(22 4+ 22— 2)
1)2 (x—22)2  (z—29)2 (x — 21)? (z2 —z+1)2

2 21 — 2
2—z+1 (22 —x+1)2

N

und damit letztendlich mit

2’ tz—1 B 1, 22
ot —223 4322 —2z+1 22 —z+1 (x2—z+1)2

eine Zerlegung in reelle Anteile, die uns bei der Integration rationaler Funktionen die Arbeit
sehr erleichtern wird.
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2 Lineare Algebra I

In diesem Kapitel werden die Grundbegriffe und grundlegenden Techniken zur Lésung von li-
nearen Gleichungssystemen behandelt.
Im einfachsten Fall hat man es mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten zu tun, also etwa

Sr+3y=1 (16)
3z 4+ 4y = 3.

Mit der Elimination von y durch die Subtraktion des Vierfachen der ersten Gleichung von dem
Dreifachen der zweiten erhilt man z = — % und der Elimination von x durch die Subtraktion des
Fiinffachen der zweiten Gleichung von dem Dreifachen der ersten Gleichung erhélt man y = %
Wenn wir statt der konkreten Koeffizienten 5, 3, 4,... nun allgemeine Koeflizienten und das
allgemeine lineare algebraische Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten in der

Form

ai11T1 + a19x9 = by (17)
a21Z1 + agaTs = ba,
betrachten, erhalten wir nach der oben beschriebenen Elimination von x5 bzw. z; die Lésung in
der Form
biazs — boaio baa11 — braz:

r1 = s ro = . (18)
a11a22 — G21012 411022 — 021012

An den Beziehungen (18) erkennt man sofort, dal man nur dann diese Losung erhélt, wenn der
Ausdruck ajia92 — as1a12 von Null verschieden ist.

Bevor wir zu den Begriffen und Losungstechniken fiir ”gréflere” Gleichungssystem kommen,
sei auf die geometrische Bedeutung von Gleichungssystemen hingewiesen. Wenn wir die bei-
den Gleichungen (16) nach y auflésen haben wir mit y = —gm + % und y = —%m + % zwei
Funktionen f(z) und g(z) oder zwei Geraden in der Ebene. Die Losung der Gleichungssystems
(16) ist der Schnittpunkt der beiden Geraden. Aus der Skizze 15 findet man den Schnittpunkt
(zs,ys) = (—%, %) Der Fall aj1a20 — as1a12 = 0 bedeutet geometrisch die Parallelitéit der
Geraden (es existiert kein Schnittpunkt und damit keine Losung oder die beiden Geraden sind

gleich und wir haben unendlich viele Losungen).

2.1 Determinanten

Bei der Betrachtung von linearen Gleichungssystemen (2 Gleichungen, 2 Unbekannte) haben wir
festgestellt, dafl das Koeffizientenschema

a1 a2

az1 Q22
mit den Elementen a;;, ¢ steht fiir die Zeile und j fiir die Spalte im Schema, das Gleichungssystem
beschreibt, und, abhéingig von den "rechten Seiten” der Gleichungen b;, fiir die Losung in der
Form (18) verantwortlich ist. Wir verabreden wir, dafl die Koeffizienten Elemente aus dem
Korper K sind, wobei K fiir R oder C stehen soll.
Wir wollen uns nun mit Koeffizientenschemata der allgemeinen Form

allr  a12 QA1p
az1 G2 ... Q2p

Gnl1 Qp2 -.- Qnn,
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(), 9(x)

Abbildung 15: Geometrische Losung von (16)

44

also Schemata zur Beschreibung von linearen Gleichungssystemen mit n Gleichungen und n

Unbekannten der Form

a11x1  +a1are ... FaipTnp =by
ao1r1 +agry +... +ao,xp, = by
an1T1 +ap2T2 +... +appTp = by,

und ihren Eigenschaften befassen.

2.1.1 Determinantendefinition

Definition 2.1. (Determinante n-ter Ordnung)

Als Determinante n-ter Ordnung bezeichnet man den Wert, der einem geordneten Koeffizien-

tenschema mit n x n Elementen durch

a1 a2 ... G1p aiy a2 ... Gy

a1 a2 ... Q9n a1 a2 ... Q2p
det | . ) ) =

apl1 Ap2 ... Gpp ap1 Qp2 --. Gpp

n
= an A +apdie + -+ apdip = Zalelj
=1

zugeordnet wird.
Mit A;; bezeichnet man die Adjunkte des Elements a;;, die erklirt ist durch

ai1 a2 cee Q151 a1j+1 ... Q1p
i | Qi— a;— cee Q14— A; 14 [
. i+ 1—11 1—12 i—1j—1 i—1j54+1 i—1n
Az'j = (—]) J

Air11 412 --- G151 Gip1541 -+ Qiln

Apn1 An2 cee Qpj—1 Anj+1 -e. Qpp

(20)
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also die mit (—1)**/ zu multiplizierende Determinante des (n—1) x (n — 1)-Koeffizientenschemas,
das durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus einem n x n-Koeffizientenschema ensteht.

Bemerkung 2.2. (Determinante 1. Ordnung)
Entsprechend der Determinatendefinition ergibt sich

det(a11) = |a11]| := a11  keine Betragsstriche, sondern Determinantensymbolik!!

als Determinante 1. Ordnung.

Bemerkung 2.3. (Determinante 2. Ordnung)
Als Determinante 2. Ordnung erhilt man aufgrund der obigen Definition den Wert, der einem
geordnetem Koeffizientenschema mit 2 X 2 Elementen durch

det( air ap ) _
a21 022
zugeordnet wird. Die Determinante 2. Ordnung ist also eine Abbildung von der Menge der
2 x 2-Koeffizientenschema in die Menge der reellen Zahlen R.

a1 ai2

= a11a22 — a21012 (22)
as1 a2

Indem wir die Determinante 1. bzw. 2. Ordnung einfach berechnen kénnen, und die Berechnung
der Determinante n-ter Ordnung auf die Berechnung von Determinanten (n — 1)-ter Ordnung
zuriickgefiithrt haben, kénnen wir Determinanten n-ter Ordnung rekursiv berechnen.

Beispiele fiir die Berechnung von Determinanten:

1) Die Berechnung einer Determinante 3. Ordnung wird auf die Berechnung von Determinan-
ten 2. Ordnung zuriickgefiihrt:

3 15
2 -1 2 |=
1 11
-1 2 2 2 2 -1
— 9. (_1\141 C(_1)1+2 (1143
3-(-1) ‘1 1+1(1) 11‘4—5(1) 11‘
= 3-((-1)-1-2-1)—(2-1-2-1)+5(2-1—-1-(-1))
= -9-0+15=6.
2) Berechnung einer parameterabhiingigen Determinante:
a 2 1
2 a 3 |=
1 3 a
_ ,_1+1a3 __1+223 __1+32a
= a-(-1) 3a‘—l—?(l) 1a+1(1) 1 3
= a(a®—9) —2(2a — 3) + (6 — a) = a® — 14a + 12.
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2.1.2 Regeln zur Determinantenberechnung

Bei der rekursiven Definition der Determinante n-ter Ordnung wurde die Determinante nach
der ersten Zeile entwickelt. Die Berechnung einer Determinante n-ter Ordnung kann man auch
durch eine Entwicklung nach einer anderen Zeile oder Spalte vornehmen. Es gilt der

Satz 2.4. Determinantenentwicklungsatz.
FEine Determinante n-ter Ordnung kann durch eine Entwicklung nach einer beliebigen Zeile ig
oder Spalte jo berechnet werden. Es gilt

a1 a2 ... A1n
n n
asr a2 ... a92n . -
= D aigjAig = Y aijoAijo (23)
an1 Gp2 ... Gnpn

Beispiel (Beispiel 1 von oben), Entwicklung nach der 2. Spalte:

2 2 35
=1-(-1)"" 11 11

N W
N Ot

‘* —1- (1)

‘ +1-(-1)*?

- (2-2)-(3-5)—(6-10)=—-0+2+4=6.

2.1.3 SARrRUssche Regel

Fiir Determinanten 3. Ordnung gibt es eine Berechnungsregel, die sich leicht einpriagt und keine
Entwicklung nach Zeilen oder Spalten erforderlich macht. Wir schreiben das 3 x 3-Koeffizienten-
Schema, auf und ergénzen es, indem wir die erste und zweite Spalte als 4. und 5. Spalte neben
das urspriingliche Schema schreiben:

ai a2 a3 aj a2
\ X X
az az2 as3 a a2 (24)
X X \
a31 a32 a33 agi a32

Die Determinante 3. Ordnung berechnet man nun durch die Summe der durch die siidostlich
gerichteten Pfeile durch Multiplikation verkniipften Elemente, also

SP = aji1az2a33 + a12a23a31 + a13a21a32,

minus der Summe der durch die nordéstlich gerichteten Pfeile durch Multiplikation verkniipften
Elemente, also

SM = azia92013 + a32a23011 + a33021a12,
so daB sich fiir die Determinante 3. Ordnung

ailr a2 a3
ag21 a2 Q93 ZSP—SM

azr as2 as3
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ergibt.

Beispiel:
4 2 3
3 -1 6| =4-(-1)-5+2-6-2+3-3-1—(2-(-1)-34+1-6-4+5-3-2)
2 15

= —-20+24+9+6—24—30=-35.

Mit der SARRUSschen Regel kann man Determinanten héherer Ordnung durch sukzessive Re-
duktion auf Determinanten 3. Ordnung berechnen. Es empfielt sich jedoch in jedem Fall nach
?giinstigen” Zeilen oder Spalten mit mdglichst vielen Nullen zu suchen, um den Aufwand
bei der Determinantenberechnung moglichst gering zu halten. Wenn wir die Determinante

4 2 3 15
3 -1 6 01
D=2 05 0 2
3 010 4
3 1 3 1 4

berechnen wollen, entwickelt man sinnvollerweise nach der 4. Spalte und erhélt

3 -1 6 1 4 23 5

2 0 5 2 3 1 6 1
(144 _1\5+4

D=(-D""13 o1 4|TCED g o 5 9

3 13 4 3 01 4

Die Determinanten 4. Ordnung entwickelt man nun jeweils nach der 2. Spalte und erhélt

2 5 2 36 1
D = (-1)(=1D3-1)"23 1 4 |+ (-1)5-1)*"2|2 5 2
3 3 4 31 4
3 61 4 3 5
+2(-1°(-1)""?| 2 5 2 |+ (-1)(-1)°(-1)***| 2 5 2
31 4 31 4
2 5 2 361 361 4 35
= —[3 1 4|-]25 2|+2[2 5 2|+|2 5 2
3 3 4 31 4 31 4 31 4

Von hier ab kann mit der SARRUSschen Regel der Werte der Determinante 5. Ordnung schnell
berechnet werden.

Im Folgenden werden Eigenschaften von Determinanten diskutiert, die oft zu drastischen Ver-
einfachungen bei der Berechnung von Determinanten genutzt werden kénnen. Die Beweise der
Eigenschaften ergeben sich aus dem Entwicklungssatz.

Definition 2.5. (Vereinfachung der Schreibweise)
Zur Vereinfachung der Darstellung von Determinanten verabreden wir fiir die j-te Spalte eines
Koeffizientenschemas

ailr a2 ... alj A1p
asr a2 ... a,gj a2n,

nl1 Qp2 ... Qpj ... QApp
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die Bezeichnung
Qja

und sprechen auch von Spaltenvektor a;, SO dafl wir das Koeffizientenschema (25) auch in der
Form

(Q15Q27"'7Qj3"'7gn) )
und die Determinante in der Form
det(ay,as,- - -, ay,)

aufschreiben konnen.

Satz 2.6.
Die Determinanten eines Koeffizientenschemas und des an der Hauptdiagonale gespiegelten Ko-
effizientenschemas sind gleich, d.h.

ailr a2 ... A1np a1l a2 e An1
a1 a9y e a9n a12 a9 e an2
ap1 Gp2 ... Gpp alp QA2n --- Gpp
Satz 2.7.
Sei A € R, dann gilt
det(@lagb"'agi—la)‘gi+Qi1Qi—|—1a"',Qn) (26)
= Xdet(ay,-..,0;_1,8;,8;41,---,0,) +det(ay,...,a;_1,b;,0; 1,--.,0,).

Aus der Determinantendefinition und dem Satz 2.7 ergeben sich die Folgerungen

Korollar 2.8.
Sei A € R und i # k, dann gilt

det(ay,...,a,) =det(a, ..., Q5 _1,--- 85 + AQ;, Qg1 1,---,0y),

d.h., man kann das A-Fache der i-ten Spalte zu der k-ten Spalte addieren, ohne daf sich der
Wert der Determinante dndert.

Korollar 2.9.
Tauscht man zwei Spalten eines Koeffizientenschemas aus, so wechselt die Determinante das
Vorzeichen, also gilt fiir i # k

det(gla e 7Qn) = _det(gla e aQi—l,QkaQH—la e ’Qk—laQiJQkH—D .- aQn)'

Korollar 2.10.
Sind zwei Spalten eines Koeffizientenschemas gleich oder sind alle Elemente einer Spalte gleich
Null, so ist die Determinante gleich Null, d.h., fir i # k gilt

det(@la@% . 'Qi’ e anflaQiaQIH-la .- 1Qn) = 0
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Aufgrund des Satzes 2.6 gelten die Eigenschaften 2.7 und 2.8 und die Schluflfolgerungen auch im
Falle der Kombination von Zeilen, d.h., man kann in den Séitzen 2.7, 2.8 und 2.9 die Bezeichnung
a;, auch als eine Bezeichnung fiir eine Zeile verstehen. Als Oberbegriff fiir Spalten und Zeilen
fithren wir deshalb den Begriff der Reihe ein.

Beispiele zur Anwendung der Regeln:

1.) Anwendung des Satzes 2.8 (Spaltenoperationen)

3 -1 6 7 3 -1 5 7
2 23 5| 2 25 5|
3 21 3| [@=:+a]3 2 3 3| [(W=006)
3 1 3 4 3 1 4 4
> asa|_ [220
=13 5 3 0|="2[3 2 3|=-2(16+18+15—(30+6+24)) =22,
3 1 40 314
2.) Anwendung des Satzes 2.8 (Zeilenoperationen) zur Berechnung von
4 -1 6 7
2 2 3 5
4 21 3
4 1 3 4

Die Subtraktion des 2-fachen der 2. Zeile von der 1., 3. und 4. Zeile ergibt

4 -1 6 7 0 -5 0 -3
2 23 5| |2 2 3 5|
4 21 3| |0 -4 -5 -7
4 1 3 4 0 -3 -3 —6
-5 0 -3
=2 -4 —5 —7 |=—-2(—150+0—36 — (—45 — 105 + 0)) = 72.
-3 -3 —6

3.) Ein gliicklicher Umstand.
Zu berechnen ist die Determinante 8. Ordnung

3 3 1075 —99 25 1 999 2

0 2 773 1 0 12 4 61
00 4 3321 1 0 51

D 0 0 0 5 1 2 3 19
8710 0 0 0 2 1 23 12
0 0 0 0 0 9 1 13
00 0 0 0 0 21 1
0 0 0 0 0 0 0 3

Die konsequente mehrfache Anwendung des Determinantenentwicklungssatzes bzw. der rekursi-
ven Definition ergibt fiir Dg genau das Produkt der Diagonaelemente, also

Dg=3-2-4-5-2-9-21-3 = 136080.
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Bemerkung 2.11.

Dieses Beispiel zeigt uns den Vorteil von sogenannten ”oberen” oder "unteren” Dreieckssche-
men, deren Determinanten man sofort durch das Produkt der Diagonalelemente aufschreiben
kann. Es ist also immer sinnvoll, durch die geschickte (zuldssige) Kombination von Zeilen oder
Spalten eine weitestgehende Dreiecksgestalt des Koeffizientenschemas anzustreben, um dadurch
die Berechnung von Determinanten zu erleichtern.

2.2 CrAMERsche Regel

Mit der Fahigheit, Determinanten zu berechnen, ist es nun moglich, die eindeutige Losbarkeit
vorausgesetzt, ein lineares Gleichungssystem der Form

a111  +a12%2 +... +aipxTn,=0b

a91%1 +a29Ty +... “+aonxT, = by

. . . . (27)
011 +0n2T2 + ... FappT, = by,

mit der CRAMERschen Regel zu 16sen.
Dazu definieren wir das Koeffizientenschema

ailr a2 ... 0G1j5-1 b1 a1j+1 --- Q1n
a1 a2 ... G2j-1 bg azj+1  -.. Q2p
Aj = .
anl Gp2 --- Gpj—1 by Gpjy1 ... app,
- (Qla LR 7@]’—15&7@]’—}-17 R ;Qn)

als das Schema, das aus dem Schema

ail a12 ... 0G15-1 @15 4ij41 ... Qlp
az1 a2 ... Qa2j-1 4az; 4azj+1 ... Qa2p
A=
ap1 Gp2 ... Opj—1 Gpj Qpj+1 --- Qpp,
= (Qla e anflanan-pla e ’Qn)

durch das Ersetzen der j-ten Spalte durch die ”rechte Seite”, also die Spalte b, entsteht.

Satz 2.12. (CRAMERsche Regel)
Das lineare Gleichungssystem (27) ist unter der Voraussetzung det(A) # 0 eindeutig lisbar und
fir die Lisung gilt

. det(Aj) . det(gla'"7Qj—1al_)agj+17"'7gn)

= = =1,...,n. 28
i det(A) det(ay, aq,---,a,) T e (28)
Beweis.
Wir beschrinken uns darauf, die Giiltigkeit der Formel (28) fiir eine Losung des linearen Glei-
chungssystems (27) zu zeigen. Sei also (z1,z2,...,%,) eine Losung. Dann gilt b = Y7 | zxa,
und damit

det(A]) = det(gl,...,Qj_l,l_),gj+1,... ’QTL) (29)
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n
:det(glﬁ"'7gjfl7 § xk@ka@j+1a"'agn)-
k=1

Zur j-ten Spalte in (29) addiert man nacheinander
—Z1Q1,y- .-, _a:j—lgj_l’ _:L'j+lgj+1a ceey TGy -

Aufgrund der Determinanteneigenschaften bleibt der Wert der Determinante unveréndert, und
damit folgt

det(A;) = det(ay, - .- N ERPE PO AR ,ay,) = ;- det(aq,...,a,) = z; - det(A),

bzw.

det(Aj)

z; = ,

det(A)
also die Giiltigkeit der Formel. O
Beispiel:
Es soll das Gleichungssystem

3z +x9 —Is3 =0

-1 +2x9 +z3 —bry =2
Txo +x3 +z4 =0
21 —4x9 +8x3 —3z4 =0

mit der CRAMERschen Regel gelost werden. Zuerst ist die Determinante

3 1 -1 0
-1 2 1 -5
det(A) = 0 . 1 1
2 -4 8 -3
zu berechnen, man erhilt
31 -1 0 07 2 -15
-1 2 1 -5 -1 2 1 -5
det()=1 o7 1 1| 07 1 1|
0 0 10 -13 0 0 10 -13
7 2 -15 0 1 —16 L 16
=7 1 1|=17 1 1 :—7‘10 _13‘:—7-147:—1029.
0 10 —13 0 10 —13
Die Berechnung von det(A;) ergibt
(2) ; _1 _g 1 -1 0 1 -1
det(A;) = =2 7 1 1|=-2 0 1|=
0 7 1 1 -4 8 -3 -4 8 -3
0 —4 8 -3
1 -1 0
8 1
=-2|8 0 1 _—2‘ i _3 ‘—56.
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Die Berechnung von det(Asg) ergibt

S
det(Az) = =20 1 1]|=
00 1 1 X 3
2 0 8 -3
3 -1 0
=20 0 1|= 2‘2 _11‘——70.
2 11 -3
Die Berechnung von det(As) ergibt
Toaa | |10
det(As) = =-2(0 7 1|=
0 70 1 o 4 _3
2 -4 0 -3
3 1 0
=-2| 0 7 1 :—2-3‘3 _;‘—2-14‘; 2‘:126—28298.
14 0 -3
Die Berechnung von det(A4) ergibt
G2 1w |t 1
det(As) = =20 7 1]|=
0 7 10 0 4
2 -4 8 0
3 8 0
=20 7 1|=2-3 Tl +2-2 80 = 360 + 32 = 392.
-4 8 71
2 —4 8
Damit ergibt sich
__ %6 _ 10 __ % __392
1T 70290 2T 10290 T T1029° U T 1029

Gliicklicherweise gibt es neben der CRAMERschen Regel noch andere Methoden zur Loésung
linearer Gleichungssysteme, denn schon bei einem Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 4
Unbekannten hat man mit der Berechnung von 5 Determinanten 4. Ordnung schon sehr viel
zu tun. Die CRAMERsche Regel sollte man auf die Losung von Systemen mit 3 Gleichungen
beschrinken. Alles was dariiber hinaus geht, wird besser mit dem weiter unten diskutierten
GAussschen Eliminationsverfahren behandelt.

2.3 Matrizen

Nachdem wir Determinanten von quadratischen Koeffizientenschemata erklirt haben, wollen
wir den allgemeineren Begriff der Matrix einfithren und die Verkniipfung von Matrizen durch
Operationen mit dem Ziel der systematischen Beschreibung von linearen Gleichungssystemen
und deren Losung erkliren.
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2.3.1 Definition und Operationen

Wir verabreden, daf} die Elemente der Koeflizientenschemata bzw. Matrizen Elemente aus einem
Korper K sind, also im Falle K = R reelle Zahlen, und im Fall K = C komplexe Zahlen.

Definition 2.13.
Seien a;; € K fir i =1,2,...,n und 5 = 1,2,...,m. Dann heifit das rechteckige Koeflizienten-
schema

a1 a2 ---  G1m
agr a2 ... a2m,
an1 ap2 ... Anm

eine Matrix mit 7 Spalten und n Zeilen iiber K, und wird auch durch (a;;)’=" ™ bezeichnet.
Man nennt solche Matrizen auch n x m-Matrizen und bezeichnet die Menge aller Matrizen des
Types n x m iiber dem Korper K auch mit M (n,m, K). Wenn der Typ der Matrix unstrittig
ist, verwenden wir auch die Kurzbezeichnung A = (a;;) fiir eine Matrix. In der Informatik oder

Numerik ist eine Matrix ein zweidimensionales Feld (Array).

Definition 2.14.
Sei A = (aij)Fl’""m eine Matrix (iiber K), dann heift

i=1,...,n

ail azr ... an1
AT o aio asy ... an2
aim Qa2m --- Opm

die zu A transponierte Matrix. Ist A € M (n,m, K), so gilt AT € M(m,n, K).

Die Addition von Matrizen gleichen Typs und die Multiplikation von Matrizen mit skalaren
Groflen (reelle oder komplexe Zahlen, also Elementen aus dem Korper, iiber den die Matrizen
erklart sind), ist leicht vorstellbar, d.h., zwei Matrizen addiert man, indem man die Elemente
addiert. Das Produkt einer einer skalaren Gréfle A mit einer Matrix A erhilt man, indem man
sdmtliche Elemente der Matrix mit A multipliziert.

Definition 2.15. (Matrizenaddition)
Seien A = (a;j) und B = (b;;) Matrizen gleichen Typs, dann heifit die Matrix C = (c¢;;) die
Summe der Matrizen A und B, C = A+ B, wenn

Cij = ajj + bij
gilt.

Definition 2.16. (Multiplikation einer Matrix mit einer skalaren Grofie)
Sei A € K und A = (a;;) eine Matrix iiber K, dann heiit die Matrix C' = (¢;;) das Produkt der
skalaren Grofle A mit A, C = AA, wenn

Cij = Aaij

gilt.
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Definition 2.17. (Matrixmultiplikation)
Betrachten wir die Matrix A = (a”)f;l e
vom Typ m X p iiber R. Dann definieren wir die Matrix

vom Typ n x m und die Matrix B = (bij)jzl"“’p

i=1,....,m

C — (CZ])]:laap

i=1,...,n?

vom Typ n X p mit

m
cij == Y airbij,

k=1
als das Produkt der Matrizen A und B, C = A - B, also
doheq atgbrr oo Yoplg aigbep
C=A-B=| : :
Dby Gnkber oo D000 ankbip
Merkregel: Zeile x Spalte.

Definition 2.18.
Die Matrix des Typs n x m, deren Elemente alle gleich Null sind, heifit Nullmatrix O.
Die quadratische Matrix vom Typ n x n

10 0

01 0
I, =F := .

00 1

nennen wir Einheitsmatrix.

Definition 2.19. (KRONECKER-Symbol)
Das Symbol

5.1 fir i=j,
U0 fir i,

heiflt KRONECKER-Symbol.

Bemerkung 2.20.
Mit Hilfe des KRONECKER-Symbols kann man die Einheitsmatrix vom Typ n x n in der Form

E = (d;5)

aufschreiben.

Beispiel:
1)

35 1 4
=(12) m=(a0);

A-B— ( a11bi1 + aigbo1  a11biz + aiobo ) _ ( 13 12 )
ag1bi1 + agba  a21biz + azebo 5 4 )7
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2)
135 1 4
A=(120|, B=[20], x=5,
125 51
32 9 5 20
A-B=| 54|, xB=[10 o0
30 9 25 5
3)
5 2 13 16 10
o1 )(120)=(wns 5]
4 8 36 32 40
4)
—4 —4 —16 —20 —24
(456)-| =5 | =—77, aber 5 |-(456)=| —20 —25 —30
—6 —6 —24 —30 —36
Satz 2.21.

1) Das Matrizenprodukt ist assoziativ und distributiv, d.h.,

A-B-C=(A-B)-C=A-(B-C),
A-(B+C)=A-B+A-C,

(A+B)-C=A-C+B-C.
2) Es gilt fiir alle m x n-Matrizen A und n X p-Matrizen B
(A-B)T =BT . AT,

Bemerkung 2.22.

e Das Matrizenprodukt ist i.allg. nicht kommutativ (siehe dazu Beispiel 4).

e Aus der Gleichung A - B = 0, kann man im allgemeinen nicht schlufifolgern, da A oder
B gleich der Nullmatrix 0 sind.
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2.3.2 Spezielle Matrizentypen

Eine besondere Rolle spielen Matrizen des Types n x 1 bzw. 1 X n. In diesem Fall spricht man von
Spalten- bzw. Zeilenvektoren. Unter Nutzung der Matrixmultiplikation kann man ein lineares
Gleichungssystem der Form

a11ry +aipxre +... S+aiprn, = b1
a91%1 +a0ry +... “+aonx, = by
an1T1 +aper2 +... +appTy = by,

auch als Matrixgleichung der Form
ai]p ... a1n I bl

apl ... Qpn T b,

darstellen.
Wichtige Eigenschaften der Einheitsmatrix £ bzw. Nullmatrix 0, die sich unmittelbar aus der
Definition der Matrixmultiplikation ergeben, fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 2.23.
Sei E die n X n Einheitsmatriz, dann gilt fir Matrizen A vom Typ n X p bzw. Matrizen B vom

Typ p X n

E-A=A, B-E=B.

Das Produkt einer Matriz A mit der Nullmatriz oder umgekehrt, sofern es gebildet werden kann,
ist gleich der Nullmatriz.

Definition 2.24.
Die Elemente der a;j; der Matrix A = (a;;) vom Typ n x n heilen Diagonalelemente von A.

Definition 2.25.
Eine Matrix A = (a;;) vom Typ n x n heiit obere Dreiecksmatrix, falls

a;; =0 firalle ¢>j5 gilt, also

aipr a2 ... QGip—1 Qin

0 asy ... a9n—-1 Q2n

A= 0 0 ... as3n—1 0Aa3n
0 0 ... 0 ann

gilt (die untere Dreiecksmatrix ist analog definiert).

Korollar 2.26.
Fiir obere bzw. untere Dreiecksmatrizen A = (a;;) gilt

n
det(A) = H ajj.
7j=1
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Definition 2.27. (regulire Matrix)
Gilt fiir die Determinante der Matrix A vom Typ n X n

det(A) # 0,

dann heifit A regulir oder nicht singulér.
Ist die Determinante det(A) = 0, so heiit A singulir.

Definition 2.28. (inverse Matrix)
Sei A eine Matrix vom Typ n X n. Wenn es eine Matrix B vom Typ n X n mit der Eigenschaft

B-A=F

gibt, heifit B linksinverse Matrix von A.
Wenn es eine Matrix C vom Typ n X n mit der Eigenschaft

A-C=FE
gibt, heiflt C rechtsinverse Matrix von A.

Bemerkung 2.29.
Aufgrund der Assoziativitit der Matrixmultiplikation folgt aus

A-C=FE
nach der Multiplikation mit der Linksinversen B von links die Beziehung
C=B=: A1,

und wir kénnen, die Existenz vorausgesetzt, von der inversen Matrix A~! sprechen. Es gilt
A1 A=A-A'=E.

Mit dem Matrixkalkiil kénnen wir nun die Losung eines linearen Gleichungssystems von n Glei-
chungen und n Unbekannten

Az=0b

auf die Bestimmung der inversen Matrix zuriickfithren, immer vorausgesetzt, dafl diese existiert,
denn nach der Multiplikation mit A~! von links ergibt sich sofort

z=A"1b

Satz 2.30. (Determinantenmultiplikationssatz)
Seien A und B Matrizen vom Typ n X n, dann gilt

det(A - B) = det(A) - det(B).
Korollar 2.31.
Aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt fiir eine invertierbare Matrix

1

det(A™) = Gy
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2.3.3 Inversenformel

Korollar 2.32.
Jede reguldre Matriz ist invertierbar und hat genau eine inverse Matrix.

Die Bestimmung der inversen Matrix X = A~! bedeutet die Losung des Matrixgleichungssystems

A-X=F bzw.

ai; ai ... Q1p r1i1r T12 ... T1in 1 0 0
asr a2 ... a92n, ro1 X992 ... Zon 01 0
apl Ap2 ... Gpp Tpl Tp2 ... Tpn 0 0 ... 1

Diese Matrixgleichungssystem entspricht nun n linearen Gleichungssystemen der Form

wobei ¢; der Spaltenvektor ist, der nur in der j-ten Zeile eine 1 zu stehen hat und in allen
anderen Zeilen Nullen, und

Wir erinnern uns an die Definition der Adjunkten (21) eines Matrixelements und erhalten mit

der CRAMERschen Regel fiir z; = (715, 725, . .. y Tnj) T
Aj1
1 Ajo .
E]:det(A) ,'721,2,...,77,
Ain,

(bei A;; handelt es sich jeweils um die Adjunkten des Matrixelements 1, das bei der speziellen
rechten Seite e; in der CRAMERschen Regel das Matrixelement a;; ersetzt). Schlielich erhalten
wir fiir X = A1

T
A Axn .. Am A A o A,
XAl 1 Az Azp oo An2 |1 Aoy Agp ... Aoy
- det(4) P D det(4) : :
Aln AZn Ann Anl An2 s A'rm
die sogenannte Inversenformel (in Worten: Die Inverse von A ist m mal die Transponierte
der Adjunktenmatrix von A).
Beispiel:
Zu berechnen ist die Inverse der Matrix
3 1 -1 0
-1 2 1 -5
A= 0 7 1 1
2 -4 8 -3
Die Determinante von A haben wir weiter oben schon mit det(4) = —1029 berechnet. Die

Berechnung der Adjunkten (”vorzeichenbehaftete Unterdeterminanten”) ergibt:
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All =

NN

A = —

Agy =

Azp = —

59

1 -5
1 1|=-6-—4—280—20—16+21=—305,
8 —3
-1 1 -5
01 1|=-(34+2+10+8)=-23,
2 8 -3
-1 2 -5
0 7 1|=214+4+70—4=091,
2 —4 -3
-1 21
0 7 1|=—(-56+4—14—4)="70,
2 —4 8
1 -1 0
7 1 1|=—(-3+4-8-21)=28,
—4 8 -3
3 -1 0
=0 1 1|=-9-2-24=-35,
2 8 -3
3 1 0
—l0 7 1|=—(—63+2+12) =49,
2 —4 -3
3 1 -1
0 7 1|=168+2+14+12=196,
2 -4 8
1 -1 0
2 1 —5|=-3-20+40—6=11,
~4 8 -3
3 -1 0
—1 1 =5 |=—(-9+10+120+3) = —124,
2 8 -3
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3 1 0
Ag3=| -1 2 -5
2 —4 -3
[ ]
3 1 -1
Ay =—| -1 2 1
2 —4
[ ]
1 -1 0
Ay =—12 1 -5
7 1 1
[ ]
3 -1
App =1 —1 1
0 1
[ ]
31 0
Ap=—| -1 2 -5
07 1
[ ]
31 -1
Ay =] -1 2 1
07 1
so daf sich die inverse Matrix
—305
1 —-23
A= ——
1029 91
70

ergibt.

2.3.4 Rang einer Matrix
Definition 2.33. (Unterdeterminate)

-9

60

= —-18-10-60 -3 = —91,

= —(48+2—4+4+12+8) = —70,

= —(1+35+5+2) = —43,

0
=3-1+15=17,
1

— —(6+1+105) = —112,

—6+7-21+1=-7,

28 11 —43
—-35 —124 17
49 -91 -112
196 70 -7

Sei A eine Matrix vom Typ n x m. Die Determinante einer k-reihigen Untermatrix von A heifit
Unterdeterminante von A mit der Zeilenzahl k, oder eine Unterdeterminante der Ordnung k von

A.

Definition 2.34. (Rang einer Matrix)

Sei A eine Matrix vom Typ n X m. A hat den Rang p, wenn gilt

a) Es gibt eine nichtverschwindende Unterdeterminante der Ordnung p von A.
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b) Jede Unterdeterminante von A, deren Ordnung grofler als p ist, verschwindet.
Man schreibt
RangA=rg A=p.

Bemerkung 2.35.
Der Rang einer Matrix A vom Typ n x m ist die grofite Zeilenzahl nichtverschwindender Unter-
determinanten von A. Es gilt

rg A < min{n,m}.

Beispiel:
5 2 1 4
01 4 3
4= 0 8 1 5
0 3 12 9
Man findet mit
5 2 1
0 1 4|=-155
0 8 1

eine nichtverschwindende 3-reihige Unterdeterminante von A, stellt aber durch die Subtraktion
des 3-fachen der 2. Zeile von der 4. Zeile sofort fest, dafi det(A) = 0 ist. Daraus folgt, dafi A den
Rang 3 hat.

Satz 2.36.
Der Rang einer Matriz A, rg A, bleibt bei

a) der Vertauschung von parallelen Reihen?,
b) Multiplikation einer Reihe mit einem Element A € K, X\ # 0,
¢) Addition des Vielfachen einer Reihe zu einer Parallelreihe,
d) Transponieren von A

unverdndert.

Satz 2.37.
Jedes Koeffizientenschema

a1 a2 ... QGim
asr a2 ... a2m,

A=| . ) ) #0
an1 Gp2 -.- GOnpm

4Wir hatten den Begriff der Reihe als Oberbegriff fiir Zeile und Spalte eingefiihrt.
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vom Typ n x m laft sich durch die zielgerichtete Anwendung der Operationen a), b) und c) in
ein Trapezschema der Form

mit a;; #0, j = 1,2,...,r, dberfihren.

Beweis. (GAussscher Algorithmus)
Da A # 0 gilt, kann man durch Zeilen- oder Spaltenvertauschungen auf jeden Fall aus A eine

Matrix

mit () # 0 erhalten.

ayy
() = (0)

Qy1 Qg9

Nun koénnen wir alle Zeilen %, ¢+ > 2 jeweils durch

ersetzen, und erhalten

~(1)

. . a,;
Zeile i — - x

A —

(1
agl)
1 1
agl) agQ)
0
0

Zeile 1

)

A1

B®)

! ! ! ! ! !
( ayp ayg Qip—1 G1p | Q1ppq a1m
! ! ! ! !
0 Q99 Qop_1 Qg | Qopyq Aom
! ! ! !
0 0 A3r—1  G3p | A3r41 a3m
! ! !
0 0 0 Ay a’rr—|—1 arm
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

mit agll) = &gll) # 0 und einer Matrix B® vom Typ (n — 1) x (m — 1). Mit B(® verfahren wir
im Fall B®) # 0 nun so wie mit A, und erhalten nach endlich vielen Schritten das angestrebte

Trapezschema

k k k k k k
afy afy) W aly) e, ajr)
0 (k) k) k| *) (k)

S R R S
0 0 a3,_1 Q3 | G3;41 A3m
0 0 0 a®|a®, af)
0 0 0 0 |0 0
0 0 0 0 |o 0

mit a{y) £0, j=1,2,...,7.




2 LINEARE ALGEBRA 1

63

Da die Zeilen- bzw. Spaltenoperationen den Rang von A nicht verdndern, kann man aus dem

Trapezschema den Rang von A ablesen.

Korollar 2.38. (Algorithmus zur Rangbestimmung)

Im Ergebnis des Algorithmus’ zur Erzeugung eines Trapezschemas der Form (31) erhdlt man

mit v den Rang der Matriz A.

Beispiel:
Wir wollen den Rang der Matrix
0 2 -1
2 4 0
A= 2 7 -1
1 -1 1
0o 2 1

3

-1

0

-1

3

bestimmen. Nach dem Vertauschen der Zeilen 1 und 4 erhilt man

1 -1 1 -1
2 4 0 -1
2 7 -1 0
0 2 -1 3
0 2 1 3
Wir ersetzen nun
(II):=(II)—2x(I) und (III):
mit dem Ergebnis
1 -1 1 -1
0 6 -2 1
0 9 -3 2
0 2 -1 3
0 2 1 3

Im nichsten Schritt ersetzen wir

(I11) := (IIT) — % « (I1),

und erhalten

1 -1 1 -1
0 6 —2 1
0 O 0 1/2
0 0 -1/3 8/3
0 0 5/3 8/3
Wir vertauschen die Zeilen 3 und 5 und erhalten
1 -1 1 -1
0 6 -2 1
0 0 5/3 8/3
0 0 -1/3 8/3
0 0 0 1/2

(IV) = (IV) — % « (I1)

= (ITT) — 2% (I),

und (V):

(V) -3 (D),
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Wir ersetzen nun
1
(IV):=(IV)+ R « (I11),

und erhalten

1 -1 1 -1
0 6 -2 1
0 0 5/3 8/3
0 O 0 48/15
0 O 0 1/2
SchlieBllich ersetzen wir
5
= —— (7
und erhalten das Trapezschema
1 -1 1 -1
0 6 -2 1
0 0 5/3 8/3
0 0 0 48/15
0 0 0 0
und kénnen
rgA=14

ablesen.

2.3.5 Elementarmatrizen und Gaussscher Algorithmus

Die Operationen a), b) und c¢) des Satzes (2.36) lassen sich als Multiplikationen der Matrix A
mit sogenannten Elementarmatrizen interpretieren. Sei ¢ # j, dann bewirkt die Matrix

1

\

vom Typ n X n, also die Einheitsmatrix, in der man die 1 von der Position (7i) an die Position
(i7), und die 1 von der Position (jj) an die Position (ji) verschoben hat, mit der Multiplikation
L;j - A eine Matrix

A=1L;- A,
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die aus A durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile entsteht.

Beispiel:
Wir betrachten die Matrix

0
A=1 0
4

O Ot N

4
7
0
und wollen die Zeilen 1 und 3 tauschen. Dazu betrachten wir die Matrix Lq3

0
Liz=10
1

S = O
S O =

Im Ergebnis der Multiplikation Lq3 - A erhalten wir

0 01 0 2 4 4 0 0
Liz-A=| 0 1 0 05 7]=1051717]1,
1 00 4 0 0 0 2 4
also die gewiinschte Vertauschung.
Fiir ¢ # j betrachten wir nun die Matrix
1
A
Sij(\) = ; (33)

\ 1
also eine Einheitsmatrix vom Typ n X n, in der an der Position (ij) die Zahl A statt einer Null
eingefiigt wurde. Die Multiplikation S;j;()) - A ergibt eine Matrix

A =5\ A4,

die aus A durch die Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entsteht.

Beispiel:
Wir betrachten die Matrix
11 2 2
0 2 4 6
A= 05 7 1
4 4 8 12

und wollen zur Erzeugung moglichst vieler Nullen die 4. Zeile mit dem (—2)-fachen der 2. Zeile
kombinieren. Dazu betrachten wir die Elementarmatrix Sio(—2)

1 0 00
0 1 00
0 0 10
0 -2 0 1
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und erhalten nach der Multiplikation Sio(—2) - A

1 0 00 112 2 112 2
0 1 00 02 4 6 0 2 4 6
Si2(-2)- A= 0 0 10 o057 1| los 71
0 -2 0 1 4 4 8 12 400 0

das gewiinschte Ergebnis.

Die Multiplikation der i-ten Zeile der Matrix A mit einer Zahl A wird durch die Multiplikation
E;(X) - A erreicht, wobei F;(\) die Matrix

1

ist, die aus der Einheitsmatrix £ durch das Ersetzen der 1 an der Position (i¢) durch die Zahl
A entsteht.

Definition 2.39.
Eine Matrix A vom Typ n x m hat den vollen Rang, wenn

rg A = min{n, m}
gilt.

Korollar 2.40.
Eine quadratische Matriz A vom Typ n X n hat den vollen Rang, genau dann, wenn die Deter-
minante von A verschieden von Null ist.

Satz 2.41.
Fir die Elementarmatrizen vom Typ (32), (338) und (34) gilt

1) det(Lij) = —1,
2) det(Si(\) = 1,
3) det(E;(X)) = A
Die Elementarmatrizen vom Typ (32), (33) und (34) haben alle den vollen Rang.

Korollar 2.42. (Elementare Umformungen)

Die Operationen a), b) und c) des Satzes 2.36 zur Vereinfachung einer Matriz A entsprechen
der Multiplikation der Matriz A mit Elementarmatrizen des Typs (32), (33) und (34).

Der Gausssche Algorithmus, bei dem nur Zeilenoperationen zugelassen werden, zur Ver-
einfachung einer Matriz A bzw. zur Erzeugung eines Trapezschemas bedeutet die Multiplikation
von A mit einem Produkt von Elementarmatrizen des Typs (32), (33) und (34).
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2.3.6 Bestimmung der Inversen einer Matrix mit dem
GAussschen Algorithmus

Aus der Definition des Ranges einer Matrix ergibt sich die Voraussetzung fiir die Existenz der
Inversen einer Matrix A = (a;;) vom Typ n X n mit

rg A=n,

d.h., die Matrix muf3 den vollen Rang haben. Im Ergebnis des GAUSSschen Algorithmus, unter
auschliellicher Verwendung von Zeilenumformungen, erhiilt man im Falle rg A = n die Matrix

(k) (k) (k)

ajq a%g) ab?)
Ak _ 0 Qg9 ... Gy, ’
o 0 ... a%
mit ag-l;-) #0, 7=1,2,...,n.. Nun ist es offensichtlich, dafl man durch elementare Zeilenopera-
tionen die obere Dreiecksmatrix weiter zu einer Matrix
a? o ..o 10 ... 0
o «¥ ... 0 01 ... 0
AL = ] 22 ] ] bzw. FE = . . . ,
0 0o ... af) 00 ... 1

umformen kann. Wenn wir nun mit dem GAUSSschen Algorithmus nicht nur die Matrix A um-
formen, sondern das Schema [A|E], also

aij; a2 ... Qip 1 0 . 0
ast a9 ... a9y |0 1 . 0
anl1 Aap2 ... Qpp 00 ... 1
umformen in das Schema
1 0 ... 0 11 T12 Z1in
0 1 0 o1 X992 Zon
0 0 ... 1|zp1 zTpo Ton
haben wir mit
11 12 T1in
. To1 T2 Zon
AT =X =
Tnl Tn2 Tnn

die Inverse der Matrix A erhalten.

Hinsichtlich der Interpretation des GAUssschen Algorithmus als Multiplikation der Matrix A mit
einem Produkt von Elementarmatrizen kann man die Bestimmung der Inversen folgendermaflen
beschreiben.
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Es ist moglich, nach ! elementaren Umformungen die Matrixgleichung A - X = E umzuformen
in

PUA.Xx=PO.E «— x=pP0, (35)

wobei P() das Produkt der Elementarmatrizen vom Typ (32), (33) und (34) ist, das den I
elementaren Umformungen der Matrix A in die Einheitsmatrix E (PY) A = E) entspricht. Aus
der Gleichung (35) erkennt man sofort, da P) die Matrix A invertiert, also

At =p0 (36)

gilt.
Beispiel:

Wir wollen mit dem GAuUsSschen Algorithmus die Inverse der Matrix
0 21
A=13 21
1 -1 6

bestimmen, und werden die den Eliminationsschritten entsprechenden Elementarmatrizen no-
tieren.
Wir gehen von dem Schema [A|E] aus, also

_—w O
=N DN
S = =
_= o O

1
0
0

O = O

und tauschen erstmal die 1. und die 3. Zeile und erhalten

1 -1 6|0
3 2 1|0
0 2 1)1

o = O

1
0,
0

was der Multiplikation mit der Matrix Li3 entspricht. Im néichsten Schritt ist das 3-fache der 1.
Zeile von der 2. Zeile zu subtrahieren, wir erhalten

1 -1 6/0 0 1
0 5 —-17/0 1 -3
0 2 1110 O

Diese Zeilenoperation entspricht der Multiplikation mit der Elementarmatrix So;(—3). Im nichsten
Schritt ist das %—fache der 2. Zeile von der 3. zu subtrahieren, man erhlt

1 -1 6l0 0 1
0 5 —-17]0 1 -3 ]|,
39 2 6

was der Multiplikation mit der Elementarmatrix Sso(—2) entspricht. Jetzt multiplizieren wir die

2. Zeile mit % und die 3. Zeile mit %, und erhalten

jes}
—_
|
SIS
oo o
oY=
|
Y
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) und E3(=5).

Diese Operationen entsprechen der Multiplikation mit dem Elementarmatrizen Eg(% 35

Als nachstes addieren wir die 2. Zeile zur 1. und erhalten

13 1 2
17 1 3
01 -¥jo L -2
00 1|3 -2 &

39 39 39

Diese Operation entspricht der Multiplikation mit der Elementarmatrix S12(1). Jetzt ist das
%-fache der 3. Zeile von der 1. Zeile zu subtrahieren, man erhélt

1 1
10 o]-+ L o
17 1 3
01 -510 5 -5/,
5 2 6

(Multiplikation mit der Elementarmatrix S13(—322)). Schlieflich ist das X’-fache der 3. Zeile zur
2. Zeile zu addieren. Es ergibt sich

100[-3 3 0
8 5 15

01 0% 5 -],
5 2 6

was der Multiplikation mit der Elementarmatrix 523(%7) entspricht. Vorausgesetzt wir haben
uns nicht verrechnet, haben wir mit

-1 3 0 -13 13 0
-1 _ 85 5 15 — 1
A7 =115 15 "5 |=g3| 7 1 3
3 _2 6 -2 6
39 39 39

die Inverse der Matrix A erhalten. In der Erinnerung an die jeweilige Multiplikation mit Ele-
mentarmatrizen erhilt man fiir die Inverse die Darstellung

A7 = S55(H) - S13(—22) - S12(1) - E3(35) - Ba(s) - Ssa(—2) - S21(—3) - L.

2.3.7 Determinanten-Berechnung mit dem
GAussschen Algorithmus

Beschrinken wir uns bei Umformung einer Matrix A (quadratisch, mit vollem Rang) zu einer
oberen oder unteren Dreiecksmatrix auf die Reihenoperationen (32) und (33), mit dem Resultat

(k) (k) (k)

all G,%]%) e a%]?)
0 Qg9 ... Qg
0o 0 ... a¥

ergibt sich die Determinante der Matrix A zu
n
det(A) = (-1)" | ] ajj,
j=1

wobei v die Zahl der Reihenvertauschungen ist.
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Beispiel:
Die Determinante der Matrix
3/ 21
A= 21
( 1 -1 6
ergibt sich damit zu
39
det(A)=(-1)-1-5- = =39,
wie aus dem Dreiecksschema
1 -1 6
0 5 —17
39
0 0 3

sofort bei einer vorausgegangenen Zeilenvertauschung zu ersehen ist.

2.4 Lineare Gleichungssysteme und deren Lésung

Fiir den Fall eines Gleichungssystems mit n Gleichungen und n Unbekannten der Form
A-z=b, det(A)#0,

hatten wir weiter oben nit der CRAMERschen Regel eine Losung bestimmt. Wir haben aber
bemerkt, dafl der Aufwand der CRAMERschen Regel fiir n > 4 schon betréchtlich ist.

Im Folgenden wollen wir uns der Lésung allgemeinerer linearer Gleichungssysteme mit n Glei-
chungen und m Unbekannten widmen. In diesem allgemeinen Fall haben wir das Gleichungssy-
stem

a11x1  +a1ery +... +aimTm =bh
G211 +axre +... +aomTm = by
an1T1  +ap2z2 +... +apmTm = by,
bzw.
A-z =0, (37)
mit
a1 a2 ... Gim T b1
a1 a99 e a2m, ) bg
A= y L= ) [_) = 3
apl Qp2 --- Gum Tm, bn,

zu diskutieren und zu losen.

Beispiel:
n=3, m=4,

21 +3x0 +x3 +2z4=3
z1 +2z9 +224 =2,
3r1  4x9 +2x3 +6x4 =4
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also

2 3 1 2 3
A-z=bA=|1202 ]|, z=| 2], b= 2
31 2 6 T3 4

T4

Definition 2.43.

Wenn die ”rechte Seite” b des Gleichungssystems (37) gleich 0 (also by = by = -+ = b, = 0) ist,
heiflt das Gleichungssystem homogen, und im Fall b # 0 heifit es inhomogenes Gleichungs-
system.

Zu den Losungen bzw. zur Losbarkeit des Gleichungssystems (37) kénnen wir folgende Aussagen
machen, die weitestgehend durch die bisher gemachten Uberlegungen erkléirt werden kénnen.

2.4.1 Losbarkeitskriterien fiir lineare Gleichungssysteme

Satz 2.44. (Lisbarkeit linearer Gleichungssysteme)

e Das homogene lineare Gleichungssystem (37) ist immer losbar, denn mit x = O existiert
zumindest die "triviale” Léosung.
Entweder es existiert genau eine Lisung, oder es existieren unendlich viele Lisungen.

e Beim inhomogenen System (37) unterscheiden wir 3 Fille.
a) (87) ist nicht losbar,
b) es gibt genau eine Lisung von (37),
c¢) es existieren unendlich viele Lisungen.

Definition 2.45.

Mit
a1 @12 ... iy b
Alp = .a21 6122 ?Qm f)z ’
Apl Qp2 --. Qpm | by

fithren wir den Begriff der erweiterten Koeffizientenmatrix ein.

Satz 2.46. (Ldsbarkeitskriterium)
Das lineare Gleichungssystem (37) ist genau dann losbar, wenn

rg Alb=rg A
gilt (d.h., wenn der Rang der Koeffizientenmatriz gleich dem Rang der erweiterten Matriz ist).

Bemerkung 2.47.
Es gilt offensichtlich rg A <rg A|b <rg A+ 1, so dal nur die Fille

e rg Ab=rg A+ 1= (37) hat keine Losung,

e rg Alb=rg A = (37) hat mindestens eine Lisung
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moglich sind.

Beispiel:
Betrachten wir
3x1 +5x9 +4r3 =6 3 5 4 6
x1 4+x9 +2x3 =2, A= 1 1 2 , b=
br1 +T7xy +8x3 =1 5 7 8 1

Die Rangbetrachtung

3 5 4|6 3 5 4] 6
rgAb=rg| 1 1 2|2 |=rg| 1 1 2| 2 | =3,
5 7 8|1 0 0(-9

ergibt
rg A=2#3=rg Alb.

Bemerkung 2.48.

Im vorigen Kapitel hatten wir den GAUSsschen Algorithmus als Algorithmus zur rangerhalten-
den Umformung von Matrizen eingefithrt und zur Erzeugung von Trapezschemata benutzt. Die
darin verwendeten Umformungen (Multiplikation mit Elementarmatrizen) bedeuten mit Blick
auf die erweiterte Koeflizientenmatrix linearer Gleichungssysteme

dquivalente Umformungen, die die Losungsmenge des jeweiligen Gleichungsystems nicht
verdndern!

Das Vertauschen von Zeilen entspricht der Vertauschung von Gleichungen, die Addition des viel-
fachen einer Zeile zu einer anderen entspricht der Addition des vielfachen einer Gleichung zu
einer anderen. Die Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl bedeutet das Durchmultiplizieren
einer Gleichung mit dieser Zahl.

Vorsicht ist in jedem Fall bei der Vertauschung von Spalten geboten. Zum einen darf die ”rech-
te” Seite b in keinem Fall vertauscht werden. Die Umordnung anderer Spalten bedeutet die
Umordnung von Unbekannten.

Wenn wir den GAussschen Algorithmus auf die erweiterte Matrix A|b mit dem Ziel, ein tra-
pezférmiges Schema zu erzeugen, anwenden, erhalten wir in jedem Fall ein Schema der Art

k k k k k k k
[ o a%) a%:;l a%;; aégiﬂ aégl b%k; \
0 gy «-o Gyl Gy |Gy oo Gy | by
0 0 ag;)_l ag’i) ag]f‘)ﬂ agfn bgk)
. : . ’ 38
0 0 .0  o®|a®, . o®|s® (38)
k
o 0 ..0 o o ..o [
\0 0 .. 0 0 |o .0 |
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mit ag-I;) #0, j=1,2,...,r.. Dieses Schema steht fiir das Gleichungssystem

agli)wl +CI/§I§)$2 +... —i—ag’;)wr +a§’f,)+1xr+1 +... —I—aglj,)lwm =b§k)

ag;)xg +... +ag:):1:r +a§’f~)+1wr+1 +... +a§2xm :bgk)
ayﬁ)xr +G/5,I:.l_1$r+1 +... —I—a,(«lﬁ,%xm :b,(nk) (39)

0 — )

— Yr+1

0 = b

das aquivalent zu dem Ausgangsgleichungssystem (37) ist. Aus dem Schema (38) und dem
Gleichungssystem (39) kann man nun sofort die Lésungssituation beschreiben.

Satz 2.49.

a) Ist eines der Elemente bg-k), j=r+1,...,n ungleich Null, dann hat das Gleichungssystem
(89) bzw. (37) keine Lisung.
b) Gilt bg-k) =0, j=r+1,...,n, dann ist das Gleichungssystem (39) bzw. (37) losbar.

b.1) Gilt r = m = n, so ezistiert genau eine Losung von (39) bzw. (37),
b.2) Ist r < m, dann hat das Gleichungssystem (39) bzw. (87) unendlich viele Lésungen.

Beweis.

a) Es gilt rg Alb = rg A+ 1. Damit hat das System keine Losung. Anders gesagt existiert

mindestens ein Index j, r < j < n, mit bg-k) # 0, was im Widerspruch zu dem System (39)
steht.

b) Esgilt b =0, j=r+1,...,n.
b.1) Ist 7 = m, so ergibt sich aus (39) das System

ag’i)xl —I—a%):cg +... —I—aglf,)lwm = bgk)
(k) (k) _ (k)
Q59 T +... 4ay,xm =D
22 ©2 . 2m=m . 2 (40)
anTm = by
(k)
mit ag-’;-) #0, 7=1,2,...,m. Man kann nun beginnend mit z,, = a_bs; und dem Einsetzen
in die (m — 1)-te Gleichung z,,_1 ausrechnen usw.
b.2) Aus dem System (39) erhilt man im Fall r < m
agﬁ)xl —I—agg)a:g +... +a§]f,):1:r +a§l,:i)+1$r+1 +... +ag’2xm = bgk)
k k k k k
agz):cz +... —I—agT)xT +ag,’.)+1$r,-+1 +... —|—agn)1xm = bg )
az, +a£',f)+1wr+1 t.ooo +aBz, =P
oder
k k k k k k
agl)xl —l—agz)a;z +... +a§,,)xr = bg ) _a’gr)—l—le‘f'l —... —agnzxm
X F
aslf«)xr = bsak) —agz_lxrﬂ —... —ayﬁ,)lxm



2 LINEARE ALGEBRA 1 74

Da ag-l;) #0, j=1,2,...,r, gilt, kann man fiir alle rechten Seiten des Gleichungssystems (41)

Loésungen z1,z9,...,z, bestimmen, und somit die ”Unbekannten” #1 := zr41,...,tm—r = Tm
als Parameter frei wihlen. Daraus folgt die Existenz von unendlich vielen Losungen.

Die z1,z9,...,z, bestimmt man bei vorgegebenen t1, %o, ...,tm—r auf die gleiche rekursive Art
wie im Fall b.1). O

2.4.2 Praktische Anwendung des GAUsSschen Algorithmus
zur Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 1:
Betrachten wir das Gleichungssystem, das wir weiter oben schon mal mit der CRAMERschen
Regel gelost haben, also

3r1 “4x2 —x3 =0

—1lx1 4229 +z3 —dry =2
Txo +x3 za =0

21 —4x9 +8x3 —3xz4 =0

wir erhalten die erweiterte Koeffizientenmatrix (n = m = 4)

3 1 -1 0]0
-1 2 1 =52
7 1 110

2 -4 8 =30

-1 2 1 =52
07 2 —15/6
07 1 1]0 |
0 0 10 —13 |4
(IT1):=(II1)-(I1) ergibt
12 1 -5 2
07 2 —15| 6
00 -1 16|-6 |’
00 10 —13| 4

(IV):=(IV)+10*(III) fithrt schlieflich zu dem gewiinschten Trapezschema

-1 2 1 -5 2
07 2 -15 6
00 -1 16| —6 |’
0 0 0 147 -56

aus dem wir g A|b = rg A = 4 und damit die eindeutige Losbarkeit erkennen. Fiir die Losung
erhalten wir

g0 e 16-56 14

YT T T 147 147
15-56  2-14 10

2= (06— — + )T =1
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o= _gy206 14 210 8
' 147 147 T 147 U7
Beispiel 2:
Das Gleichungssystem
—x1 +2x9 +x3 =2
3r1 42 —x3 =0
4x1 +6x9 =0
Tty +xz3 =0
hat die erweiterte Koeflizientenmatrix (n =4, m = 3)
-1 2 112
31 —-1(0
4 6 010
07 10
(IT):=(I1)+3*(1), (III):=(I11)+4*(I) ergeben
-1 2 1|2
0 7 216
0 14 4|8
0 7 1]0

(IIT) := (IIT) -2*(IT), (IV):= (IV) -(IT) und die Vertauschung der dritten und vierten Zeile liefert

12 1] 2
0 7 6
00 —1|-6
00 04

das Trapezschema, aus dem sich rg A = 3 und rg A|b = 4 ergibt. Damit existiert keine Losung
des Gleichungssystems.

Beispiel 3:
Das System

511 +x9 —x3 —23x4 =17
—x1 +2x9 +2x3 —dzry =2

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix (m = 4, n = 2)
5 1 -1 -23|7
-1 2 1 5|2 /)"
(I):=(I) +5*(II) und die Vertauschung der Zeilen ergibt
-1 21 =5 2
0 11 4 -—48 |17 )~
Der Rang r von A ist gleich dem Rang von A|b (r = 2). Damit ist das Gleichungssystem losbar.

Wir haben die Situation 2 = r < m = 4, woraus die Existenz unendlich vieler Lésungen folgt.
Aus dem letzten Schema ergibt sich das Gleichungssystem

-1 +2x9 +x3 —5xy4 =2
11zy +4x3 —48z4 =17
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Wir kénnen ¢ := z3 und s := x4 als Parameter frei wiahlen und erhalten

9 = %(17—4754—483):%—%:‘,4—%3

)= -2+ 2(17 -4t +48s) +t—5s = 12 4 3¢ 4 4L
oder in der Matrixdarstellung
12 3 41
21 I i1 7
2= f + -4 +5 i t,s€R
T3 0 1 ol - ’
T4 0 0 1

die uns die Struktur der Losung zeigt.

Beispiel 4:

Wir betrachten das Gleichungssystem
2x1 +3x9 —3r3 =2
6x1 +3z2 +4x3 =2,
41 +3z9 Haxrzy =2

mit dem reellen Parameter «, und wollen die Losbarkeit in Abhéngigkeit von a untersuchen.
Ausgehend von der erweiterten Koeffizientenmatrix (n = m = 3)

2 3 3|2

6 3 4|2

4 3 a2
erhalten wir nach (IT):=(II)-3*(I) und (IIT):=(III)-2*(I)
2 3 -3 2

0 —6 13| -4
0 -3 a+6|-2

Nach (III):=(III)-3*(II) ergibt sich

2 3 -3 2
0 -6 13| —4
0 0 a—1| 0

2

Im Fall a = % gilt r = rg Alb = r¢ A = 2 und r < m, d.h., es existieren unendlich viele
Losungen. Mit dem frei wihlbaren Parameter ¢ := x5 erhélt man

2 1 2 13 7
x2:(4+13t)/6:§+§t, o= (2=3C + o) +30/2= 1t
bzw.
Al 0 —E
o | = 2 |+t £ |, ter
T3 0 1

Im Fall a # % gilt r = rg Alb =g A = 3 und r = m, d.h. es existiert genau eine Losung,
namlich

I 0

2
[ ) = 3
I3 0

Die Parameterdiskussion zur Losung von Gleichungssystemen wird im folgenden Abschnitt eine
bedeutende Rolle spielen.
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2.5 Eigenwertprobleme

Sei A eine quadratische Matrix vom Typ n X n und z ein Spaltenvektor vom Typ n x 1. Man
erhilt einen klaren Einblick in die Struktur der linearen Abbildung, die durch A gegeben wird,
wenn man (moglichst viele) Vektoren z € R\ {0} findet mit A - z = Az fiir einen "Proportio-
nalitidtsfaktor” A € C oder R. Dieser spezielle Vektor z wird also durch A auf ein Vielfaches
abgebildet.

Definition 2.50. (Eigenwert, Eigenvektor)
A € K (R oder C) heifit Eigenwert einer Matrix A vom Typ n X n, wenn es wenigstens einen
Spaltenvektor z # 0 mit

A-z=MXz (42)

gibt.
Ein Vektor z # 0, der die Gleichung (42) erfiillt, heifit zum Eigenwert A gehérender Eigenvektor.

Satz 2.51.
A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn det(A — \E) = 0 gilt.

Beweis.

Falls det(A — AE) # 0, ist A — AE reguldr, und es gibt keinen Vektor z € K" \ {0} mit
0= (A— \E)z, d.h., mit Az = Az. Also ist A kein Eigenwert von A.

Falls det(A — AE) = 0, so besitzt das homogene Gleichungssystem (A — AE)z = 0 mindestens
eine Losung z € K™ \ {0}, d.h., es gilt Az = Az. Also ist A ein Eigenwert. O

Definition 2.52. (charakteristisches Polynom)

det(A — \E)
heifit charakteristisches Polynom der Matrix A.

Bemerkung 2.53.
Im Falle einer Matrix A vom Typ n X n ist det(A — AE) ein Polynom n-ten Grades.

Korollar 2.54.

Die Eigenwerte von A sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Aus dem Fundamen-
talsatz der Algebra folgt die Eristenz von p Eigenwerten A1, Xo,...,\, mit den algebraischen
Vielfachheiten m1, mo, ..., my, fir die

p
E mj =N
j=1

gilt.

Definition 2.55. (Eigenraum)

Sei A ein Eigenwert einer Matrix A. Die Menge der Vektoren®

Wwi={z|A z= Xz}

heifit zum Eigenwert A gehorender Eigenraum.

5 Auf den Begriff des abstrakten Vektorraumes als einer Menge von Vektoren iiber einem Kérper, ausgestattet
mit einer ” Addition” als Verkniipfung von Vektoren, einer Multiplikation von Zahlen des Kérpers mit Vektoren,
wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch detaillierter eigegangen.
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Definition 2.56. (geometrische Vielfachheit)

g(A) =n—rg (A—AE),
also die Zahl der freien Parameter bei der Losung des Gleichungssystems
(A—XE)-z=0
heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes .

Bemerkung 2.57.

Sei n = 2 oder n = 3. In diesem Fall sind die Eigenrdume von Eigenwerten interpretierbar als
"Unterrdume” des R? bzw. des R?, d.h. V3 kann eine Gerade, eine Ebene oder auch den gesamten
dreidimensionalen Raum ausfiillen. In den genannten Féllen kénnen wir die Dimension von V)
angeben, wir verabreden

e ist V) eine Gerade, hat der Eigenraum die Dimension 1 und der Eigenwert A die geome-
trische Vielfachheit dim(Vy) =1,

e ist V) eine Ebene, hat der Eigenraum die Dimension 2 und der Eigenwert A die geometrische
Vielfachheit dim(V)) = 2,

e fiillt V) den gesamten dreidimensionalen Raum R? aus, hat der Eigenraum die Dimension
3 und der Eigenwert A die geometrische Vielfachheit dim(V)) = 3.

Die oben definierte geometrische Vielfachheit g(\) eines Eigenwertes A ist gleich der Dimension
des zu lambda gehorenden Eigenraumes V), also

g(A) = dim(Vy) .

Beispiel 1:
A . 11 . . a .
Die Eigenwerte der Matrix A = ( 0 1 > sind zu bestimmen. Es ergibt sich das charakteristische

Polynom

=1 =X01-=2),

det(A—)\E):‘ 16A 15‘

woraus sich die doppelte Nullstelle bzw. der Eigenwert A = 1 mit der algebraischen Vielfachheit 2
ergibt. Zur Berechnung der Eigenvektoren von A ist das ” Gleichungssystem” bzw. die Gleichung
o — 0

zu l6sen, und man findet die Lésung

so daf}
1
VA:11={§|t(O>,tER},

eine Gerade im R? ist. Damit hat der Eigenwert A = 1 die algebraische Vielfachheit 2 und die
geometrische Vielfachheit 1.
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Beispiel 2:
Wir suchen die Eigenwerte der Matrix

=1-N2-NA=-N—-1=X)=>0-XAN\=3x+1),

mit den Nullstellen \; = 1, Xy = % und A3 = % (Eigenwerte mit der algebraischen
Vielfachheit 1).
Zur Bestimmung der Eigenvektoren fiir A\; ergibt sich das Gleichungssystem

—Z9 =0
To —4xz3 =0
9 =0
mit der Losung
1
z=t| 0 |,teR
0
Damit ist
1
Van=1={z|t| 0 |, teR},
0

eine Gerade im R? und die geometrische Vielfachheit von A\; = 1 ist 1.
Zur Bestimmung der Eigenvektoren von Ag ist das Gleichungssystem

71%\/5.'1:1 —I9 =0
172\/5172 +z3 =0

T9 +—1+\/5x3 =0

zu 16sen. Die Subtraktion des 172\/5—fanchen der 2. Zeile von der 3. ergibt das System

_1+\/§$1 —Z9 =0
172\/5.’132 +z3 =0

mit dem freien Parameter ¢ = z3 und der Lésung

~1
z=t| B5 |, teR
1
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Die Eigenvektoren von A3 ergeben sich aus dem Gleichungssystem

71+\/5.’L‘1 —I9 =0
1+T\/5$2 +z3 =0
x9 —}-_1%‘/513 =0
YAVl
-1
T = t 172\/5 , t (S ]R
1

2.6 Allgemeine Vektorrdume

80

In diesem Abschnitt werden einige Aussagen und Begriffe der Vektorrechnung verallgemeinert.
In den vergangenen Kapiteln haben wir z.B. mit den Zahlbereichen oder Matrizen Mengen be-
trachtet, auf denen Operationen wie Addition oder Multiplikation von Elementen dieser Mengen
erklart waren. Beipielsweise haben wir bei Matrizen gleichen Types die Addition von Matrizen
und die Multiplikation von Matrizen mit Zahlen oder Elementen eines Korpers (z.B. C oder
R) erklirt. Im vergangenen Kapitel haben wir Vektoren im Raum der Anschauung erklirt. Die
Rechenregeln der Addition und der Multiplikation mit Skalaren fiir Matrizen unterscheiden sich
nicht von denen der komplexen und reellen Zahlen, oder den Vektoren des R3. Deshalb ist es

sinnvoll den Begriff des abstrakten Vektorraumes einzufiihren.

Definition 2.58. (Vektorraum oder linearer Raum iiber dem Koérper K)

Sei V eine nichtleere Menge, mit "+” : V x V — V eine ”Addition” und mit " : K x V -V
eine skalare ”Multiplikation” erklirt, dann heifit (V,+,:) Vektorraum (oder linearer Raum),

wenn fiir beliebigen Elemente a,b,c € V und A,y € K die Axiome

1) a+b=>b+ a (Kommutativgesetz der Addition),
2) a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ (Assoziativgesetz der Addition),
3) Es existiert ein Nullelement der Addition 0, d.h., a + 0 = a,

E
E
Existenz eines Einselements 1 € K mit 1-a = a,
A
A

(Q‘I_[_)) = Aa + Ab,
(A +7)a = A\a + va (Distributivgesetze),
gelten. Die Elemente des Vektorraumes heiflen Vektoren.

Definition 2.59. (Linearkombination)
Ein Summe der Form

MUy + Aoug + ... + )\kyk ()\1, A € K)

heiflt eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v;.

xistenz eines inversen Elements der Addition —g mit a + (—a) = 0,

(v-a) = Ay - a (Assoziativgesetz der skalaren Multiplikation),
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Definition 2.60. (lineare Abhiingigkeit, lineare Unabhéngigkeit)

Die Vektoren wy,...,v,, € V heiflen linear abhdingig, wenn wenigstens einer unter ihnen als
Linearkombination der iibrigen geschrieben werden kann, oder wenn einer der Vektoren gleich
dem Nullvektor 0 ist.

Anderenfalls heiflen die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig.

Definition 2.61.
Die maximale Zahl linear unabhingiger Vektoren eines Vektorraumes V heift Dimension des
Vektorraumes.

Definition 2.62. (Basis)
Es sei m die Dimension eines Vektorraumes V. Dann wird jedes m-Tupel (v, ...,v,,) von linear
unabhingigen Vektoren aus V eine Basis von V' genannt.

Bemerkung 2.63. (Koordinaten)
Sei V ein Vektorraum und (v, ...,v,,) eine Basis von V. Zu jedem Element v € V existieren
Koeffizienten 1, ..., Z,, mit

m
v = E Tiv; -
=1

Man nennt %1, ..., Z,, die Koordinaten von v beziiglich der Basis.

Definition 2.64. (Unterraum)
Sei V' ein Vektorraum, der U umfaft, also U C V. Ist U selbst wieder ein Vektorraum, so heifit
U Unterraum von V.

Beispiele fiir Vektorraume:

1) Die Menge der Vektoren im R?® mit der komponentenweisen Addition und der Multiplikation
aller Komponenten mit einer Zahl (Skalar). Die Dimension des R? ist 3.

2) Die Menge der Polynome po(z) = azz? + a1z + ap des Grades 2 iiber R mit der iiblichen
Addition und Multiplikation ist ein dreidimensionaler Vektorraum. Man findet mit z?, ! und
20 drei linear unabhéingige Elemente, denn aus po(z) = 0 fiir alle z € R folgt ag = a; = ag = 0.

2.6.1 Der Vektorraum R"

Die Elemente des R? waren Spaltenvektoren, bzw. Tripel reeller Zahlen. Wir fithren den R" als
Raum der n-Tupel reeller Zahlen ein. Den R? als Spezialfall des R” behandeln wir spéter noch
gesondert.

Bemerkung 2.695.

Die Elemente @ des R™ fithren wir durch
ai
ag

Ql
Il

Qan
als Spaltenvektoren bzw. Matrizen des Types n x 1 ein.
Mit der normalen Matrixaddition

a; by a1+ b c1

as b2 as + b2 C2
+ . = .

Qnp bn Gn + bn Cn
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und der komponentenweisen skalaren Multiplikation

a1 )\G,l

ao A(J/Q
A = .

an, Aay,

wird der R" zum Vektorraum.

Definition 2.66. (Skalarprodukt im R™)

Fiir zwei Vektoren @ = (ay,...,a,)’ und b= (b1,...,b,)" definieren wir durch
n
i-b=<a,b>=)ab; (43)
i=1

das Skalarprodukt der Vektoren. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist gleichbedeutend mit
der Matrix-Multiplikation eines Zeilenvektors (Matrix vom Typ 1 X n) mit einem Spaltenvektor
(Matrix vom Typ n X 1), also

Definition 2.67.
Der mit dem Skalarprodukt (43) ausgestattete Vektorraum R" heifit EUKLIDischer Raum und
wird mit E" bezeichnet.

Definition 2.68.
Mit dem Skalarprodukt wird durch

der Betrag eines Vektors @ € E" erklirt, und durch

-
~
- b

cos(d, b) := e

in Verallgemeinerung zum R? der Kosinus des Winkels, den die Vektoren @ und b bilden.

Definition 2.69. (Orthogonalitit)
Die Vektoren @ und b heiflen orthogonal, wenn

a-b=0
gilt.

Definition 2.70. (orthogonales Komplement)
Sei V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V.

Ut :={ZeV|Z -d=0, fir alle @ € U}

heift orthogonales Komplement von U
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Bemerkung 2.71. (lineare Unabhéngigkeit im R” bzw. E™)
Nach der bekannten Definition sind m Vektoren @; = (aj1,aj2,..-,aj,)" aus dem R™ linear
unabhéngig, wenn das Gleichungssystem

m
D N =0
j=1

nur die triviale Losung A1 = Ao = --- = A\, = 0 hat. Betrachten wir die Koeflizientenmatrix
[ AR am1
A=
Alp --- AOmn

vom Typ n X m, so ist das homogene Gleichungssystem A-A = 0 immer losbar, darg A = rg Alb
gilt. Das Gleichungssystem hat nur dann die triviale Losung A = 0 als einzige Losung, wenn der
Rang von A gleich m ist, d.h., nur im Fall r¢g A = m sind die m Vektoren linear unabhingig.
Betrachten wir nun den Fall m > n, dann kann der Rang von A nicht gréfler als n sein, und wir
haben die Situation

rg A <n <m,

und damit existiert aufgrund der Wahlmoglichkeit von m —r freien Parametern eine nichttriviale
Losung A # 0, also sind die m Vektoren linear abhéngig.

Mit der gerade durchgefiihrten Betrachtung haben wir die folgende Aussage bewiesen.

Satz 2.72.
Im R" kénnen bis zu n Vektoren linear unabhdngig sein. Jedes System wvon m Vektoren mit
m > n ist linear abhdngig.

Satz 2.73.
Im R ist jedes System von n linear unabhdngigen Vektoren eine Basis, d.h., fir jeden Vektor
a € R" existieren genau n skalare Koeffizienten o, ..., oy, so daf
n
i=>Y_ o;i; (44)
j=1
gilt. Die Zahlen aq,...,a, heiffen Koordinaten von @ beziigl. der Basis
{@1,da,...,d,} .
Beweis.

Das lineare Gleichungssystem (44) mit n Gleichungen und n Unbekannten ist eindeutig 16sbar,
da det(A) # 0 gelten muf. Anderenfalls wiren die Vektoren a;, ds, ..., ay, linear abhiingig. O

Bemerkung 2.74. (natiirliche Basis)
Die n Vektoren

5ni

bilden eine Basis des R". (e, €, .. .,¢,) heifit kanonische oder natiirliche Basis des R".
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2.6.2 Lineare Abbildungen, Koordinaten, Basiswechsel

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit speziellen, man kann auch sagen, ausgesprochen gutar-
tigen Abbildungen befassen.

Definition 2.75. (lineare Abbildung)
Seien V und W Vektorrdume iiber dem Koérper K, und mit

f: VoW,
eine Abbildung von V' in W gegeben. Die Abbildung f heift linear, wenn fiir z,y € V und A € K

flz+y) = flz)+ fy) (45)
fz) = Af(z) (46)

gilt®.

Beispiele linearer Abbildungen sind etwa

1) lineare Funktionen
[ R=R f(z)=vz, yER,
2) die Drehung einer Ebene um einen bestimmten Winkel «, wobei
[R5 R,

jedem Vektor £ den um den Winkel o in mathematisch positiver Richtung gedrehten
Vektor w = f(z) zuordnet (s.a. Abb. 16).

f)+(y)

Xty
i

o<

Abbildung 16: Drehung der z — y-Ebene

Wenn wir uns an die komplexen Zahlen erinnern und z in Polarkoordinaten, also durch z =
(r cos¢,r sing)T darstellen und die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen
benutzen, finden wir

Die lineare Abbildung f wird auch Homomorphismus genannt. Ist f eine bijektive Abbildung, heifit f Iso-
morphismus
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f T B rcos(p+a) \ [ rcosacos¢p —rsinasing
Yy N rsin(p+a) / \ rsinacos¢+ rcosasing
_ cosa —sina \ (rcos¢ |\ _ [ cosa —sina | [z
N sin « cos rsing /| \ sina cos y /)
Im folgenden wollen wir uns mit linearen Abbildungen der Art
f: VoW

befassen, wobei V ein Vektorraum der Dimension n und W ein Vektorraum der Dimension m
ist (n,m € N). Mit (vy,...,v,) sei eine Basis von V und mit (wy,...,w,,) sei eine Basis von
W gegeben. Wir betrachten f(v;) fiir j = 1,2,...,n, also die Bilder der Basisvektoren v;. Da

(wy,-..,w,,) eine Basis von W ist, gibt es a;j,4 = 1,2,...,m, so dafl
a1y
=1 :
am]-

gilt. Die a;; sind die Koordinaten der Bilder des Basisvektoren von V' beziiglich der Basis
(wy, ..., w,,) von W. Die Abbildung f ist durch die Matrix

ajl e A1p
A=

aml --- Qmn

eindeutig bestimmt. Fiir z € V folgt

fl@) = FOCjmjuy) =205 2 f(vy) = 3051 200 aijw;

n
Zj:l ai;T; Al
n
C A9 % T
Z =1 02545 2
= = =A-
n
Zj:l AmjTj Tn

Aufgrund der Gesetze der Matrixmultiplikation ergibt sich, dal jede Matrix A vom Typ m X n
durch £ — A-z eine lineare Abbildung V' — W erklirt. Die eben vorgenommenen Betrachtungen
kénnen wir im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 2.76.
Sei F : V. — W linear, dann ezistiert genau eine Matriz A = (a;;) vom Typ n x m, so dafs

m
f(vj) = Zaz‘jwi, j=1.,n.
i=1
A heiffit die Abbildungsmatrix oder darstellende Matrix von f beziglich der Basen (v, ...,v,)

und (wy, ..., w,,) von V und W.

Beweis.
Da (wjy,...,w,,) eine Basis von W ist, kann man f(v;) als Linearkombination ;" a;jw; mit
eindeutig bestimmten a1, ..., am; € K darstellen. [l
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Bemerkung 2.77.

Die Abbildungsmatrix hingt von der Basis v; von V und der Basis w; von W, sowie von der
konkreten linearen Abbildung f ab.

Hat ein Element des Urbildraumes V' beziigl. der Basis v; die Koordinaten

T1
T2

18
I

I
so ergeben sich mit

T
Z2

[
I
S

Tn

die Koordinaten des Bildes von y = f(z) beziigl. der Basis w; des Bildraumes W.

Beispiel:
Betrachten wir die lineare Abbildung f : R? — R3

()= oy

4 x

Mit den Basen ¢ des R? bzw. d; des R? erhalten wir

1
fle)) = 1 | =1d; + 1dy + 1d;
1
1
fle) = -1 | =1d; — 1d, + 0d3
0
und damit die Abbildungsmatrix
1 1
A= 1 -1
1

Hat ein Vektor z € R? beziiglich der Basis (c;,¢,) die Koordinaten x; und 3 so berechnet man
die Koordinaten y;, y2 und ys des Bildes y = f(z) beziigl. der Basis (d;,dy,d3) des R® durch

Al 1 1 1+ T2
T Z1

Y2 | = (m )Z I -1 (a:): T1 — T2

Y3 2 1 0 2 1

Definition 2.78. (Kern einer linearen Abbildung f)

ker fi={z € V| f(z) = 0}
heift Kern der linearen Abbildung f.
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Definition 2.79. (Bild einer linearen Abbildung f)

im f = f(V):={w € W |es gibt ein v € V mit f(v) = w}
heift Bild der linearen Abbildung f

Bemerkung 2.80.
Der Kern ker f C V einer linearen Abbildung f ist ein Vektorraum (Unterraum von V).
Das Bild im f C W einer linearen Abbildung f ist ein Vektorraum (Unterraum von W).

Definition 2.81. (Defekt und Rang einer linearen Abbildung f)
Mit dim U bezeichnen wir die Dimension eines Vektorraumes U. Wir definieren

def f :=dim ker f 7Defekt” und
rg f:=dim im f "Rang”.

Der Rang einer linearen Abbildung ist gleich dem Rang der zugehérigen Matrix A. Defekt
und Rang einer linearen Abbildung stehen in einem Zusammenhang mit der Dimension des
Vektorraumes V, es gilt der

Satz 2.82.
Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, dann gilt

rg f+def f=dim V.

Beispiel:
Zu berechnen ist der Kern der linearen Abbildung f : R® — R

f(l z2 |) =21+ 22+ z3.

Es ist das Gleichungssystem

fl@)=z1+22+23=0

zu losen. Wir wihlen die freien Parameter ¢ = x5 und s = x3 und erhalten ;1 = — (¢ + s) und
damit
-1 -1
ker f={z|z=t 1 | +s 0 |,t,s€R}
0 1

ker f ist ein Unterraum des R® der Dimension 2 (def f = 2, es handelt sich um eine Ebene,
die durch den Nullpunkt geht). Die Dimension des Bildes der linearen Abbildung ist nach der
Definition 2.82 gleich 1. Damit hat f den Rang 1. Die zu f gehoérende Matrix A hat die einfache
Form

A=(111)

und offensichtlich den Rang 1.
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Satz 2.83.
Die Losungen des linearen homogenen Gleichungssystems A - x = 0 bilden einen Vektorraum.

Im Folgenden soll die Frage behandelt werden, wie sich die Abbildungsmatrix einer linearen
Abbildung f im Falle eines Basiswechsels in den Vektorrdumen V und/oder W verhilt.

Seien nun (91, ..., 0, ) eine weitere Basis von V' (neben (v, ...,v,,)) und (i1, ..., Wy,) eine weitere
Basis von W (neben (w,...,w,,)). Wir wolle den Ubergang von den Basen (vi,...,v,)) und

(wy,...,w,,) zu diesen neuen Basen beschreiben. Wir definieren eine n x n-Matrix B, und eine
m X m-Matrix B,, mit

[
i
1<
=

g
i

wy

=B, : und : = By

n Wm ) wm

]
S
SN—
S

B, und B, heiflen Matrizen des Basiswechsels.

Satz 2.84.
(i) Seiv € V. Falls x = (z1,...,x5)" der Koordinatenvektor von v beziiglich (vq,...,v,,) ist, s0
ist & = (BL)~'z der Koordinatenvektor von v beziiglich (o1, ..., 0p).

(ii) Sei f : V. — W linear. Falls A die darstellende Matriz von f beziglich (v, ...,v,) und
(wy,...,w,,) ist, so ist
A= (B,) ' AB;

die darstellende Matriz von f beziglich (01, ...,0y) und (W1, ..., Wpy,)-

Beweis.
(i) Sei v =377, zjv;. Wegen

w1 n
v = Bv_l : = Z(B'u_l)ﬂ’al
'UNJm) i =1
gilt
n n n n n
v=> a;» (By il =» Wy (By Vwi =Y [(By) 'z], i -
j=1 =1 =1 j=1 i=1

(ii) Falls # der Koordinatenvektor von v € V beziiglich (71, ..., ;) ist, so ist z = BI'% der Ko-
ordinatenvektor von v beziiglich (v,,...,v,) (nach (i)). Da A die darstellende Matrix beziiglich
(v1, -, 0,) und (wy, ..., w,,) ist, ist y = Az der Koordinatenvektor von f(v) beziiglich (w;, ..., w,,).
Nach (i) ist § = (By)"'y der Koordinatenvektor von f(v) beziiglich (1, ..., ¥m,). Wegen § =

(BIY-'ABTz = A% ist die Aussage bewiesen. O
Beispiel:
Wir betrachten die lineare Abbildung
. T1 + 272
[R5 R, f((;))z 1 -T2 |, (47)
2
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wobei wir uns auf e = (e;,ez) als Basis des R? und d = (d;,d,, d3) als Basis des R® beziehen.
Als Abbildungsmatrix A erhilt man

1 2
A= 1 -1
0 2

Betrachten wir nun im R? die Basis a = (a4, a,), fiir die

a; \ _[(et2 \ _ (1 2\ (g —p.[ &
a ) \e—3¢ /) \1 -3 e ) €9
2
e 3 2
(a)-2(2)-(1-1)(2)
€2 [27)) -3 as
gelten soll.

Im Bildraum R3 wollen wir zu der Basis b = (b;, by, b3) iibergehen, fiir die

bzw.

QY=

b dy 12 -1 dy
[_72 = By - C_iQ = 0 -1 3 C_ZQ
by ds 0 1 ds

bzw.

d; b 2 -5 b
dy | =By"-| by | g0 1 -3 |- by
dy b/ \o o 1 by

gelten soll. Die Beziehung (47) bedeutet nun
f(z1e1 + 2e0) = (w1 + 222)dy + (21 — T2)dp + 2224,

und wenn wir nun von den Basen e und d des R? bzw. R? zu den Basen a und b iibergehen
wollen, ergibt sich fiir die "linke” Seite

3 2 1 1
f(z1e) + z9ey) = f($1(gﬁ1 + gQQ) + $2(5Q1 - gQQ)) =
3 1 2 1
= f(org +o23)ar + (@1 — 72p)as) = f(rhas + rha).

Fiir die "neuen” Koordinaten des Vektors z ergibt sich damit
! 1
Tq 5 1 —1\T z1
_= - = B - .
(2)-(1 1)-(5)-wr(2)

Fiir die "rechte Seite” erhalt man
(x1 + 2z2)d; + (z1 — z2)dy + 2x2d3 := y1d; + yody + y3ds =

(S S{[eY)

= y1(by + 2by — 5b3) + ya(by — 3b3) + y3bs =

= y1by + (2y1 + y2)by + (—5y1 — 3y2 + y3)by =
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=: 410y + yaby + y3bs.

Damit erhalten wir fiir die "neuen” Koordinaten von y = f(z)

71 1 00 Y1 [
vy | = 2 10 |-y |=[By) | v
s -5 -3 1 Y3 Y3

Mit dem Ubergang von den Koordinaten der alten Basen zu den Koordinaten der neuen Basen
erhélt man die Abbildungsmatrix nach dem Basiswechsel.

i LT n T 1 A T !
vy | =By ) | v2 | =(By) .A.< >:(B1;) 'A'Bv‘($}>
yé Y3 2

Y 2! 5 2!
bzw. Ul :(Bwl)T-A-BvT-( ,1>::A-< ,1>
] T Ty
Y3
Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix bei dem diskutierten Basiswechseln zu

A=(B,")" - A-B;=(B,)""-A-B,.

Definition 2.85. (Ahnlichkeit von Matrizen)
Die Matrizen A und A’ heiflen dhnlich, wenn eine regulire Matrix B existiert, so daf}

A'=B-A.-B™!
gilt.

Korollar 2.86.
Die Abbildungsmatrizen A und A’ einer linearen Abbildung f : V — V beziiglich zweier Basen
e und a sind dhnlich.

2.7 Vektorrechnung im R3

In diesem Abschnitt werden Vektoren und Operationen mit Vektoren im Raum der Anschauung
behandelt. Im folgenden werden einige Ausfithrungen zu Vektoren aus der Anschauung heraus
in der Ebene und im Raum gemacht.

2.7.1 Vektoren im R?

Definition 2.87.
Ein Vektor a ist eine Grofle, die durch einen Betrag und eine Richtung definiert ist.
Den Betrag von @ bezeichnet man mit |d|.

Bemerkung 2.88.

Bekannte Vektoren aus der Physik und der Mechanik sind die Kraft und die Geschwindigkeit,
z.B. die Windgeschwindigkeit, die durch die Windstédrke und die Windrichtung charakterisiert
ist.

In der Physik wird bei Vektoren zwischen

e gebundenen, z.B. die Windgeschwindigkeit an einem festen Ortspunkt, und
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e linienfliichtigen (z.B. Winkelgeschwindigkeit)

Vektoren unterschieden.
Neben der Bezeichnung @ werden auch die Bezeichnungen a, P; P> fiir Vektoren verwendet.

Im R3, also dem dreidimensionalen Raum der Anschauung, stellt man sich Vektoren gemeinhin
als im Raum liegende Pfeile vor, wobei der Vektor @ = P, P, die Gesamtheit aller gerichteten
Strecken der Linge |@| ist, die parallel zu P; P, sind!

N

Abbildung 17: Vektor P, P, im R3

Zur Darstellung von Vektoren im R? benétigen wir den Begriff des Einheitsvektors und des
Nullvektors.

Definition 2.89.
Unter einem Einheitsvektor versteht man einen Vektor mit dem Betrag 1. Ein Nullvektor ist ein
Vektor, der den Betrag 0 hat. Dem Nullvektor wird keine Richtung zugeordnet.

Vektoren @ = Pl_Pz im R3 sind durch die Koordinaten von 2 Punkten P; und P» charakteri-
sierbar, indem wir den Betrag als den kiirzesten Abstand der Punkte verstehen wollen, und die
Richtung durch die Reihenfolge der Punkte, also von P, nach P, erkliren.

Satz 2.90. (Vektordarstellung)
Seien €, & und €3 Einheitsvektoren im R3, die nicht in einer Ebene liegen, dann gibt es fiir
jeden Vektor @ genau ein Tripel von Zahlen aq, as und a3, so dafl
ad = a1€1 + agés + aszes
gilt.
Definition 2.91.

Vektoren €7, € und €3, die nicht in einer Ebene liegen, heiflen Basisvektoren, und a;, a2 und
a3 heiflen Koordinaten des Vektors @ beziiglich der Basis €1, €2 und é3.

Wihlt man die kanonische oder natiirliche Basis & = i, & = j und &; = k, die in der Abb. 18
dargestellt ist, so gilt fiir den Vektor @

a=agzi+ayj+ak

und
ag = |dlcos(d),
ay = ‘GI|COS((_7,',;), (48)
a, = |d@lcos(@,k),
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- -,
b bl

mit (@,7), (@,7), (@, k) € [0, 7]. Fiir den Betrag ergibt sich

|@| = /a2 + a3 + a2.

Reprisentiert man den Vektor @ durch P{Pg, wobei P; die Koordinaten z1,y1,21 und P, die
Koordinaten s, y2, 22 hat, so erhilt man fiir den Betrag

|d| = /(22 — 21)? + (y2 — 1) + (22 — 21)*.

Wegen (48) ergibt sich fiir die Richtungskosinusse

Y

cos?(@,1) + cos?(d, ) + cos?(a, ]_g') =1.

=

X

Abbildung 18: natiirliche Basis im
kartesischen Koordinatensystem des
R3

X

Abbildung 19: Ortsvektor des Punk-
tes P,

Ist eine Basis vorgegeben, so sind fiir einen Vektor @ die Koordinaten az;, ay und a, eindeutig
festgelegt, und der Vektor kann mit der Matrix

Qg ai
a= ay = as
az asg

vom Typ 3 x 1 (Spaltenvektor) identifiziert werden. a,, ay und a, bezeichnen wir auch als
Komponenten des Vektors a.

Bemerkung 2.92.

Verwendet man die natiirliche Basis (Z, f, E), so hat der Vektor g als Représentanten den Vektor
PO_PG, wobei Py der Koordinatenursprung ist, und P, die Koordinaten a,, ay und a, im R3 hat.
Man spricht auch vom Ortsvektor des Punktes P,.

Wenn wir Vektoren aus dem R? als Spaltenvektoren vom Typ 1 x 3 identifizieren, so gelten fiir
diese Vektoren auch die oben diskutierten Matrizen-Rechengesetze. Insbesondere sind 2 Vektoren
gleich, wenn ihre Komponenten iibereinstimmen (beziiglich derselben Basis).

Fir die kanonischen oder natiirlichen Basisvektoren f, ;, k gilt

1 0 ) 0
i=lo], 7=11], E=|o0], (49)
0 0 1
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und fiir Vektoren € der Linge 1 ergibt sich

Mit den Beziehungen (49) errechnet man mit den iiblichen Rechenregeln fiir Matrizen

a = azz-"—i- ayf—lr azl;:'
1 0 0
= az| 0 |+ay| 1 | +a,| O
0 0 1
ay 0 0 ay
= 0 |+ ay | + 0 |=1 ay
0 0 a, a,

Im R? hatten wir eine Basis als ein System von 3 Vektoren, die nicht in einer Ebene liegen
erklirt. Die Eigenschaft - nicht in einer Ebene zu liegen - kann man auch wie folgt beschreiben.

Bemerkung 2.93.

1) Die natiirlichen Basisvektoren 7, 7 und k sind ebenso wie alle anderen Basen linear un-

abhingig.
2) Ist das System der k Vektoren {@1,...,d;} linear abhingig, so ist jedes um irgend einen
Vektor b erginzte System von Vektoren {d@,...,dy,b} ebenfalls linear abhingig.

3) Zwei Vektoren d@; und d3 sind linear abhingig, wenn
a1d1 + a0ar =0
mit a; oder ay ungleich Null gilt. Sei 0.B.d.A. a; # 0, dann erhalten wir die Beziehung
a2

a] = ——ay,
aq

was geometrisch bedeutet, daff @; und @, gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Solche
Vektoren heiflen kollinear und es wird die Konvention

a || a
verwendet.
4) Lineare Unabhingigkeit von drei Vektoren im R3? bedeutet fiir die Gleichungssysteme

o1y + aody + azdz = 0,

bzw.
Q1 Qg2 Qg3 0
oy Gyl + o Qy2 + as Qy3 = 0 , (50)
Q1 az2 a3 0

dafl nur die triviale Losung a1 = as = a3 = 0 existiert. Wenn wir uns der CRAMERschen
Regel erinnern, hat das Gleichungssystem (50) genau dann nur dann die triviale Losung,
wenn

ar1 Gx2 Qg3
ayl ayg ay3 7é 0
Gz1 Gz2 Q3

gilt.
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Satz 2.94.
Die Vektoren di, do und ds sind genau dann linear unabhdngig, wenn das durch die Beziehung

Qr1 Qg2 Qz3
(@1,02,d3) :=| ay1 ay2 Gy3 (51)
az1 Qz2 (az3

definierte Spatprodukt der Vektoren ungleich 0 ist.

Bemerkung 2.95. Ist das Spatprodukt dreier Vektoren gleich 0, heiflen die Vektoren komplanar,
d.h., sie liegen in einer Ebene.

Geometrisch bedeutet das Spatprodukt dreier Vektoren das Volumen des Spates, der von den

drei Vektoren aufgespannt wird’.

Satz 2.96.
4 oder mehr Vektoren im R sind immer linear abhdngig.

Beweis.
Wir betrachten das Gleichungssystem

Qg1 Qx2 (27 0
a1 | ayt | toae| ay |+t ar| aw | =1 0 |, (52)
az1 Q72 Az 0

mit k > 4. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist gleich dem Rang der erweiterten Koeffizienten-
matrix, d.h.,

r=rg A=rg Alb<3,

und damit kénnen zur Losung von (52) mindestens k — 3 freie Parameter, also auch von Null ver-
schieden, gewihlt werden. Damit existiert eine nichttriviale Lésung von (52) und die k& Vektoren
sind linear abhingig. U

2.7.2 Skalar-, Vektor- und Spatprodukt

Definition 2.97. (Skalarprodukt)
Das Skalarprodukt der Vektoren

ag . by
a= | ay , b= by
a, b,
bezeichnet und definiert man durch
g-b=< a, b>:= agbg + ayby +ab,. (53)

Geometrisch kann man das Skalarprodukt zweier Vektoren wie folgt interpretieren. Wir wihlen
ein orthogonales Koordinatensystem, dessen z- und y-Achsen die Eigenschaften haben, daf}

a) der Vektor @ in Richtung der z-Achse verlauft, und

"Dabei wird vorausgesetzt, dafi die Vektoren in der Reihenfolge im Spatprodukt ein Rechtssystem bilden,
ansonsten erhélt man mit dem Betrag des Spatproduktes das Volumen des Spates.
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b) der Vektor b in der z — y-Ebene liegt.

In diesem Koordinatensytem haben die Vektoren die Darstellung

|d . by
a=1| 0 , b= by
0 0
Als Skalarprodukt erhalten wir
@- b= |alb, = |d||blcos(a, b), (54)

also das Produkt des Betrages von @ mit der vorzeichenbehafteten Linge der Projektion von b
auf die Richtung von a.

X

Abbildung 20: Geometrische Interpretation des Skalarproduktes

Bemerkung 2.98.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da} wir soeben das Skalarprodukt zweier Spaltenvekto-
ren definiert haben.

Wenn wir die Matrixmultiplikation zur Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren verwen-
den wollen, erhalten wir

by
a-b:=(ag,ay,a;) | by ZQT'Q,
b,

-

wobei wir mit g und b Spaltenvektoren oder besser Matrizen des Types (3 x 1) bezeichnen.

Korollar 2.99.
Aus der Definition und der geometrischen Interpretation des Skalarproduktes der Vektoren @ und
b ergibt sich

-

a) stehen @ und b senkrecht aufeinander (@ 1 b), dann folgt
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b) sind @ und b parallel (@ || b), dann folgt
@ -b==+|db

,

- b b b
cos(@,b) = Qa0 +|Z’7|I_j{| ta z.

d) Das Skalarprodukt ist kommutativ, Assoziativ- und Distributivgesetz gelten nicht.

Definition 2.100. (Vektorprodukt im R?)
Das Vektorprodukt @ x b der Vektoren @ und b ist definiert als der Vektor

ag by ayb, — a,by
axb=| ay x| by = | ayb; — azb,
a, b, azby — ayby

Korollar 2.101.
Fiir die Berechnung des Vektorproduktes @ x b kann man auch die Beziehung

e 7k
Axb=|a; ay a,
by b, b,

benutzen, wobei hier die Determinante ”symbolisch” zu verstehen ist. Die Entwicklung nach der

ersten Zeile ergibt
axb= (ayb, — azby)f—i— (azby — azbz);—l— (azby — aybm)E,
und damit die oben definierte Form.

Bemerkung 2.102. . .
Das Vektorprodukt @ x b der Vektoren @ und b ist der Vektor mit den Eigenschaften

a) @ X b steht senkrecht auf den Vektoren @ und b,
b) d, b und @ x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem?,
c) fiir den Betrag des Vektorproduktes gilt

@ x b = || - |b|sin(a, b).

Wenn wir wie bei der geometrischen Interpretation des Skalarproduktes 0.B.d.A ein spezielles
Koordinatensystem so wéhlen, daf} fiir die Vektoren @ und b

al o [ b
a=|0 , b= by
0 0
gilt, dann erh&lt man mit
i 7k
axb=||a 0 0 |=|dbk
by by 0
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axb
b axb
a
Abbildung 21: Rechtssystem @, b Abbildung 22: Geometrische Inter-
und @ x b pretation des Vektorproduktes

X

Abbildung 23: Von a, bund & gebildeter Spat

die Parallelitiit von @ x b und IZ, also mit @ x b einen auf @ und b senkrecht stehenden Vektor.

An dieser Stelle sei noch auf die geometrische Bedeutung des Spatproduktes hingewiesen. Das
Spatprodukt (@, b, ¢) ist gleich dem Volumen des Spates, der von den drei Vektoren aufgespannt
wird®. Im folgenden Satz fassen wir die Eigenschaften von Vektorprodukt und Spatprodukt

zZusamien. zusaimmen.

Satz 2.103.

a) d x b =0 genau dann, wenn @ und b kollinear sind.
b) Aufgrund der Determinateneigenschaften folgt

(6a575) = _(67675) = (gaa&.)

c¢) Es gilt
(@b,8) = & (@xb)
= b-(Zxa)
@ (bxa).

®Dabei stelle man sich vor, da @, b und @ x b fiir den Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand

stehen.
9Dabei wird vorausgesetzt, dal die Vektoren in der Reihenfolge im Spatprodukt ein Rechtssystem bilden
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d) Aufgrund der geometrischen Bedeutung von Vektor- und Spatprodukt gilt

@5,8) = |a-1(@xb)|-[cos(&@x b)

-, - )

|21lal[B]| sin(@, b)||cos (&, @ x b)|

e) Ist (a, 5,6') > 0, dann bilden die Vektoren @,b und € ein Rechtssystem, ist (@, 5,&') <0
bilden sie ein Linkssystem.

f) Es gilt das Antikommutativgesetz fir das Vektorprodukt
(@x b) = —(bx @).
f) Es gilt ein Distributivgesetz der Form
ix(b+&)=axb+axCc

g) Es gilt ein Assoziativgesetz der Form

-

(ad@) x b= a(@ x (b).

Beispiel 1:
Es soll das Vektorprodukt
3
vxa, v=| 5], Wd=|1 1,
1 8
berechnet werden. Es ergibt sich
i j ok
vxw = |3 5 1
4 1 8
. 39
= (5-8-1-1)i+(1-4-3-8);+(3-1—-4-5)k=| —20
—17

Beispiel 2:
Es ist zu priifen, ob die Vektoren

acd Vil ) !
CVAREVARE
einen Spat aufspannen. Fall ja ist das Volumen zu berechnen und zu entscheiden, ob die Vektoren
ein Rechtssystem bilden. Zu Losung der 3 Aufgaben ist lediglich das Spatprodukt zu bilden.

321
2 1 1|=3+42+44-1-4—-6=-2,
121

N = DN

damit kann man schlufifolgern, dafl die Vektoren in der vorgegebenen Reihenfolge ein Linkssy-
stem bilden. Das Volumen des aufgespannten Spates ist gleich 2.
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Beispiel 3:
Gesucht ist ein Vektor @ = (ag, ay,a,)” mit
3 ay 9
5 | X | ay | = 1
4 a, -8
Es ergibt sich die Gleichung
i ]k 5a, — 4ay
3 5 4|=| 4a;—3a, | = 11,
ap ay a, 3ay — day -8

und der GAuUsssche Algorithmus liefert

0 -4 5| 9 4 0 =3 1

4 0 3| 1|=|-5 3 O0|-8|]=
-5 3 0]-8 0 -4 5| 9

4 0 =3 4 0 =3 1

1
0 12 —15|-27 | = | 0 12 -15| 27
9 0 0 0] ©

mit der Loésung

a 1 3 1 3
? o Y ot
ay 0 1 0 4
Da @ x b =0 fiir @ || b ist, kann
ay 3
ay nur bis auf einen zu 5
a, 4
parallelen Vektor bestimmt werden.
2.7.3 Geraden im Raum
Eine Gerade g im R? ist eindeutig durch einen Punkt Py = (pog,Poy, Po.)” und einen Vektor

@ = (ag, ay,a,)T # 0, der parallel zur Geraden ist, festgelegt. Fiir alle Punkte P = (pg, py,p;)7
der Geraden g existiert eine Zahl £ € R mit

P = Py + ta. (55)

Bezeichnet man mit 7y den Ortsvektor von Py, und mit 7 den Ortsvektor eines beliebigen Punktes
P der Geraden g, so gilt

7= 7+ 1d. (56)

Die Beziehungen (55) und (56) nennen wir Vektorform der Geradengleichung. Die Elimination
des Parameters t ergibt fiir a, # 0,ay # 0,a, # 0 schlieBlich die parameterfreie Form der
Geradengleichung

Gy ay
Pz —Poz _ Pz — Poz

Qg ay

(58)
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Abbildung 25: Abstand eines Punk-
tes @ zu einer Geraden berechnet
mit dem Vektorprodukt

Abbildung 24: Durch P und a defi-
nierte Gerade

Mit Blick auf die etwas spiter zu diskutierenden Ebenen im Raum ist anzumerken, daf} (57)
und (58) jeweils Ebenen beschreiben, und die Schnittmenge dieser Ebenen die Gerade ist.

Die Berechnung des kiirzesten Abstandes d eines Punktes ) zu einer Geraden g kann man
recht einfach iiber das Vektorprodukt vornehmen. Sei die Gerade durch den Punkt Py und den
Vektor @ definiert (s.a. Abb. 24), und b = PyQ der Vektor, der die Punkte Py und Q miteinander
verbindet. Fiir den Flicheninhalt des durch @ und b aufgespannten Parallelogramms ergibt sich
mit dem Vektorprodukt

F =1 x PyQ| = |dld
und damit fiir den Abstand die Beziehung

i x Py
g 17X 70l
|al
Beispiel:
Die Gerade g sei durch Py = (1,5,2)7 und @ = (1,2,3)” gegeben. Es soll der kiirzeste Abstand
des Punktes @ = (1,1,1)” von der Geraden ermittelt werden. Es ergibt sich

0 i 7k ~10
P()Q = -4 , P()Q xa=0 -4 -1 |= -1 ,
-1 1 2 3 4

und damit

de VI00+1+16 /117
T Vit4d+9  V14°
Den kiirzesten Abstand zweier nicht paralleler Geraden g; und go bestimmt man auf §hnliche

Weise wie den Abstand eines Punktes zur Geraden. Die geometrische Situation ist in der Abb.
26 dargestellt.

Wenn g; durch den Punkt P; und den Vektor @ beschrieben wird, und go durch P, und 5, dann
bilden @, b und ¢ := P, P, einen Spat, dessen Hohe h der kiirzeste Abstand der Geraden ist, denn
fiir das Volumen V des Spates gilt

V =|(@b,0)| = |@ x blh,
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und damit

Betrachten wir zum Beispiel die Geraden

0 0 0 1
g: P=|0]+t] 1 und g2: Q=1 0 | +1¢
1 0 0 0

01 0
|1 0 o]
00 -1

h: :1
0 1

| 1 | x| 0 |]
0

2.7.4 Ebenen im Raum

Eine Ebene F kann man durch einen Punkt Py dieser Ebene und zwei Vektoren @ und 5, die zum
einen parallel zur Ebene sind (oder Représentanten in der Ebene haben) und zum anderen nicht
kollinear sind. Wenn wir mit dem Punkt P € FE einen beliebigen Punkt der Ebene betrachten,
so sind die Vektoren a, bund é= PP komplanar, d.h. sie sind linear abhéingig. Damit hat das
Gleichungssystem

M PP + Mo+ A3b =0 (59)

eine nichttriviale Losung (A1, A2, A3). Es muf} in jedem Fall A\; # 0 gelten, da sonst @ und b
kollinear wéren. Damit kann man aus (59) die Gleichung

PP =ad+pb<= P =Py +ad+pBb (60)

fiir alle Ebenenpunkte P herleiten. Die Gleichung (60) heifit Ebenengleichung in Vektorform.
Eine weitere Moglichkeit der Beschreibung einer Ebene besteht in der Angabe eines Punktes Py €
E und eines Normalenvektors 7 = (ng, ny, n,)T, d.h. eines Vektors, der senkrecht auf der Ebene
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steht. Betrachtet man konkret die Punkte Py und P mit den Ortsvektoren 7y = (2o, 0, 20)" und
7 = (z,y,2)T, steht 7 senkrecht auf 7 — 7, was gleichbedeutend mit der Beziehung

(7—70) - = (z — z0)nz + (¥ — Yo)ny + (2 — 20)n, =0 (61)

ist. Die Gleichungen (60) und (61) sind Aquivalent, denn wenn man 7 = @ x b wihlt, erhilt man

-, -,

(F—710) -1 = (F—17o)-(@xb)=((f—170),d,b)
T—Zo Y—Y =2 — 20
= Ay ay a, =0.
by, by b,

Die Ebenendarstellung (61) heifit Koordinatendarstellung und wird in der Form
T-n=arx+by+cz=d (62)

notiert. Zur Bestimmung des Abstandes eines Punktes P zur Ebene E betrachten wir einen

Normalenvektor 7 und erhalten mit

. . PP -t

PP = gl baw. = o
0

den Abstand iiber eine Skalarproduktbildung, wobei P, irgendein ein Punkt der Ebene ist.

Abbildung 27: Abstand eines Punktes P zur Ebene F

Hat nun der Normalenvektor 7 den Betrag 1, d.h. |7i| = 1, und ist d positiv, heifit die Ebenen-
darstellung (62) HEssEsche Normalform.

Bemerkung 2.104.

Aus (61) erhidlt man durch Multiplikation mit dem Faktor ﬁ, falls d > 0 gilt, und mit
dem Faktor —\/ﬁ, falls d < 0 ist, die HESSEsche Normalform fiir die Ebene.

Sei die Ebene E in der HEssEschen Normalform Z - 7 = d gegeben, so ist die rechte Seite d
der kiirzeste Abstand der Ebene zum Koordinatenursprung bzw. Nullpunkt. Geht man bei der
Bestimmung des Abstandes eines Punktes P zur Ebene E von der HESsEschen Normalform aus,
kann man p iiber die Beziehung

p =i —d|

ermitteln, wobei 7 der Ortsvektor des Punktes P ist.
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Beispiel:

Der Abstand des Punktes P3 = (1,2,4) von der Ebene E, die durch die 3 Punkte Py = (1,0,1)%,
P, = (1,1,0)" und P, = (0,1,1)7 gegeben ist, ist gesucht. Fiir die Vektordarstellung der Ebene
erhalten wir

P=PF+ tPO_Pl + SPO_PQ bzw.

x 1 0 —
y | =10 | +1¢ 1 | +s 1], tseR
z 1 -1 0

Nach der skalaren Multiplikation der Vektorgleichung der Ebene mit einem Normalenvektor, den
wir mit

0 -1 1
= 1 X 1 = 1
-1 0 1

erhalten, finden wir die Koordinatendarstellung
T+y+z=2
der Ebene E. Aus der oben angegebenen Formel zur Abstandsbestimmung ergibt sich

_|PP-dl [(0,2,3)-(1,1,1)T] 5
|| V3|

5
Die HeEssEsche Normalform erhélt man durch Multiplikation mit % in der Form

T Y z 2
GtETaTw

und findet mit % den Abstand der Ebene vom Ursprung.

Abbildung 28: Normalenvektor der Ebene FE

Im folgenden iiberlegt man sich leicht, dal die Bestimmung des Schnittpunktes einer Geraden
¢ mit einer Ebene E gleichbedeutend mit der Losung eines linearen Gleichungssystems ist. Sei
z.B.

g: y |=10]+X]1 und
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T 0 2 2
E y |=11)+a|l 1 |+8]| 0],
z 1 0 4

dann ergibt sich fiir den Schnittpunkt das lineare Gleichungssystem

2 -2 -2 -1 0
AM 1 | 4al -1 | +8 0 ]= 0 ]+]1 bzw.
4 0 —4 -2 1
2 —2a -2 =-1
A —a =1.
4 —4p5 =-1

Man erkennt nun, dafl genau eine Schnittpunkt existiert, wenn

2 -2 -2
D=|1 -1 0]#£0
4 0 -4

ist. Fiir D erhdlt man D = —8 # 0 und kann den Schnittpunkt allein durch die Bestimmung
von A berechnen. Nach CRAMER erhiilt man

T 1 2 14
D —-10 b5 5 1
B z 2 4 18

Der Ubergang von der Vektordarstellung einer Ebene zur Koordinatendarstellung wurde im obi-
gen Beispiel durch die skalare Multiplikation mit einem Nomalenvektor praktisch erldutert. Ab-
schlieBend soll der Ubergang von der Koordinatendarstellung zur Vektordarstellung einer Ebene
dargestellt werden. Dieser Ubergang reduziert sich auf die Losung des ” Gleichungssystems”

axr + by +cz =d.

Wir haben eine Gleichung und 3 Unbekannte, und sinnvollerweise ist von den Koeffizienten a, b, ¢
mindestens einer von Null verschieden. Sei 0.B.d.A. a # 0. Damit hat die ”Koeffizientenmatrix”
den Rang 1, und wir kénnen 2 freie Parameter mit £ = y und s = z wihlen. Als Losung erhalten
wir

d b
X E—ta—sg
y | = t
z s
bzw.
d b
z a ~u ~a
y |=10]+¢ 1 |+s 0
z 0 0 1
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3 Analysis

Der Hauptgegenstand der Analysis wird in der Befassung mit Funktionen reeller Verdnderli-
cher und deren Eigenschaften bestehen. Dabei wird im Unterschied zur linearen Algebra auf
die einschrinkende Eigenschaft der Linearitit verzichtet, denn die meisten funktionalen Zusam-
menhinge sind nichtlinear. Wenn wir z.B. vom exponentiellen Wachstum einer Bakterienkultur
sprechen, meinen wir eigentlich eine Abbildung w : [tg,T] — R, mit w(t) = cpe??, wobei w(t)
die Masse der Bakterien zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Man sieht sofort, dafl w nicht linear ist,
denn fiir 2 Zeitpunkte ¢ € [to, T] und ty € [to,T] ergibt sich

w(t1 + t2) = Coea(t1+t2) 7é C()ea't1 + C()eat2 = w(tl) + w(tg).

Die Abbildung w bildet ein Intervall, also eine Teilmenge des R in R ab. Abbildungen dieser Art
nennen wir Funktionen einer reellen Verdnderlichen.

Man unterscheidet zwischen der aus der Schule bekannten Analysis von Funktionen einer reellen
Verédnderlichen und der Analysis von Funktionen mehrerer reeller Veréinderlicher, auch mehrdi-
mensionale Analysis genannt. Die Analysis untergliedert sich in die umfangreichen Teilgebiete
der Differentialrechnung und Integralrechnung. Dazu kommt das Gebiet der Differentialglei-
chungen, die bei der Beschreibung von ingenieurphysikalischen Zusammenhéingen von grofler
Bedeutung sind.

3.1 Begriff der Funktion

Wir hatten soeben schon angemerkt, dafl Funktionen spezielle Abbildungen sind, und fassen dies
in der folgenden Definition zusammen.

Definition 3.1. reelle Funktion
Sei D C R", dann heifit eine Abbildung

f:D->R

reellwertige Funktion von n unabhingigen Verinderlichen (Bezeichnung y = f(z) mit z € D
und y € R als dem Bild von z).
D = D(f) C R" heifit Definitionsbereich der Funktion f und

W = {yles gibt ein x € D mit y = f(z)}

heifit Wertebereich oder Wertevorrat von f (wird auch mit f(D) bezeichnet. Der groBtmégliche
Definitionsbereich einer Funktion wird natiirlicher Definitionsbereich genannt.
Ist A C R" und B C R dann nennen wir

f(A) :={y € B es gibt ein x € A mit y = f(x)}
die Bildmenge von A, und
fH(B) == {z € A|f(z) € B}
die Urbildmenge von B.

Definition 3.2.
Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv (eineindeutig), falls

fla) = f(b) = a = b gilt.

f heiit surjektiv (Abbildung auf, f(A) = B), falls es zu jedem b € B ein a € A gibt, so daf§
b= f(a) gilt. f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv.
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Definition 3.3.
Die Funktionen f und g sind gleich (f = g), genau dann, wenn D(f) = D(g) und fiir alle

z € D(f) f(z) = g(z) gilt.

Beispiele von Funktionen:
a) y =+, D =Rsq :=[0,00), W = [0, 00), injektiv, surjektiv,
b) y=¢€%, D =R, W = (0,00), injektiv, surjektiv,
c) y=cos z, D =R W =[-1,1], surjektiv,

1 falls z rational
d) y= {

0 sonst , D =R, W = {0,1}, surjektiv.

Neben der in den Beispielen verwendeten analytischen Darstellungsform von Funktionen durch
eine (oder auch mehrere) Formeln gibt es auch die Moglichkeit einer Parameterdarstellung. Wenn
wir zum Beispiel die Funktion f einer obere Kreisbogenhilfte (Radius r) betrachten, kénnen wir
z € [—r,r] und den dazugehoérigen Funktionswert y = f(z) in Polarkoordinaten

r=rcost, y=rsint
in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ (Winkel) aus dem Intervall [0, 7] darstellen.

Definition 3.4. Graph einer Funktion f
Sei f : D — R eine Funktion, dann heif}t

graph f = {(z, f(x))|x € D}

Graph der Funktion f.

Eine weitere Darstellungsform von funktionalen Zusammenhéngen ist durch Tabellen der Art

ri|\xr1 |xX2|.-- | Tp
YY1 (Y2 |--- | Un

gegeben. Die Tabelle beschreibt die Funktion

f : {iUl,.TQ,---,l‘n} — {y17y27"'ayn}7

die durch die Zuordnungstabelle surjektiv ist. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dal man
eine Funktion f : D — F auch durch das kartesische Produkt D x f(D) C D x F beschreiben
kann. Im Falle der in der Tabelle notierten Funktion erhélt man

D x f(D) = {(z1,y1), (z2,92), -+ (Tn, Yn) }-

Die obige Tabelle ist in der Regel das Ergebnis von Messungen, Versuchen o.4., also zum Beispiel
das Ergebnis der Aufzeichnung der Temperaturen in Berlin am 5.12.1998 zu jeder zweiten Stunde

t 0 2 4 6 8| 10| 12| 14| 16 18 20| 22
0| -15|-16|—-17|-15|—-14|-10|-8|—-9|—-9|—-10| —10 | —14

Weitere Moglichkeiten der Darstellung von Funktionen:
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Abbildung 29: Temperaturmefireihe Abbildung 30: Temperaturmefreihe
0(t) am 5.12.98 linear interpoliert

e Graphische Darstellung,

e Darstellung durch Computerprogramme (sin, cos, exp, int usw.) in Basic-, PASCAL-, C-
oder FORTRAN-Programmen,

e Beschreibung durch eine DIFFERENTIALGLEICHUNG, etwa

mz" +kr = r(t)
x(to) = o
' (to) = wp

e Implizite Darstellung, z.B.,
F(z,y) =" —1=0,

wodurch ein funktionaler Zusammenhang zwischen x und y definiert sein kann, aber nicht
sein muf.

Definition 3.5. (Umkehrfunktion f~!)
Ist f : A — B eine bijektive (eineindeutige) Funktion, so ist jedem z € A ein y = f(z) €
B zugeordnet, und damit umgekehrt jedem y € B genau ein z € A zugeordnet. Die damit
existierende Funktion f~!: B — A mit

i) =z, falls y=f(a),
heiflt Umkehrabbildung oder inverse Funktion.

Korollar 3.6.
Die inverse Funktion f~': B — A ist ebenfalls bijektiv und es gilt

@) ==
fir alle z € A.

Bemerkung 3.7. (Berechnung der inversen Funktion)
Ist f : A — B bijektiv, so ergibt sich f~! : B — A durch

1) y = f(z) nach z auflésen — = = f~(y),
2) x und y vertauschen — y = f~!(z).

f~! und f liegen spiegelbildlich zur Geraden y = = (Spiegelung an der Geraden)
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Beispiele:

1) y = 2%, A = B = R, Inverse existiert, y = f~(z) = /z,

2) y = 22, A = R, Inverse existiert nicht, da y = =2 nicht bijektiv ist,
3)y=tanz, A= (—%,7), Inverse existiert, y = f~H(z) = arctan z,
4) y = cosz, A = R, Inverse existiert nicht.

Mitunter ist ein funktionaler Zusammenhang im Rahmen einer Problemstellung erst zu erarbei-
ten. Als Beispiel betrachten wir dazu die Ermittlung der Abh &ngigkeit des Blickwinkels von der
Sitzposition im Seitenrang eines Theaters oder Kinos'?. Die Situation ist in der Skizze dargestellt.

4a

r3a

Buehne

| g
O  Sitzposition X 8a
d=8a-x

Abbildung 31: Blickwinkel « und Sitzposition x

Da man sinnvollerweise die Sitzposition so wihlt, dal der Blickwinkel mdoglichst grof3 ist, lohnt
sich die Beschiftigung mit dem funktionalen Zusammenhang o = f(z) und den Eigenschaf-
ten dieser Funktion. Bevor Eigenschaften untersucht werden kénnen, mufl man die Funktion
aufstellen. Wenn wir uns an die Vektorrechnung und das Skalarprodukt erinnern und ein Koor-
dinatensystem mit dem Ursprung an der Position x betrachten, kénnen wir den Winkel zwischen
den Ortsvektoren ¢ des Punktes (8a — z,a) und @ des Punktes (8a — z,3a) durch die aus dem
Skalarprodukt resultierende Formel

<y
g1

cos(U,W) =

=
=

64a? — 16azx + 2 + 3a®
V64a? — 16azx + 22 + a2v/64a2 — 16ax + z2 + 9a?
670> — 16az + 22
V65402 — 16az + £21/73a2 — 16azx + z2
beschreiben. Nun hat die Cosinusfunktion mit dem Definitionsbereich D = R wie im obigen
Beispiel 4 angemerkt keine Umkehrfunktion. Schrinkt man jedoch den Definitionsbereich auf

das Intervall D = [0, 7] ein, so existiert die Umkehrfunktion (bezeichnet mit arccos z). Damit
erhalten wir mit

670 — 16az + 2 )
V6502 — 16azx + 227302 — 16az + 22

den funktionalen Zusammenhang zwischen Sitzposition und Blickwinkel als Funktion f : [0, 8a] —
[0, =]

10Man sollte sich nicht ausschlieBlich mit Hoherer Mathematik beschiftigen. Gelegentliche Theater-, Kino- oder
Konzertbesuche erhohen die Lockerheit und machen meistens auch Spafi.

a = arccos(
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Eine zweite, etwas iibersichtlichere Moglichkeit zur Aufstellung der Funktion o = f(z) ergibt
sich durch die Verwendung der Tangens- bzw. Arcustangensfunktion. Man erhilt

a

tan(a+ ) = 8(13% und tan =

Die Winkel 4 und a sind aus dem Intervall I = [0, 5], so daf die Umkehrfunktion des Tangens
existiert. Fiir a erhilt man schliefilich

a—z

)- (63)

) — arctan(

a = arctan(
a—z a—z

Die weitere Untersuchung der Funktion o = f(z) zur Ermittlung des optimalen” Sitzplatzes
wird fortgesetzt.

Definition 3.8. (Verkettung von Funktionen)

Seien die Funktionen f: A —» Bund g : C — D mit B C C gegeben, so ist jedem = € A durch f
das Element f(z) € B zugeordnet, und diesem durch die Funktion g das Element g(f(z)) € D
zugeordnet.

Das Nacheinanderausfiihren von f und g liefert eine Funktion

h=gof:A—D.

h = g o f heifit zusammengesetzte oder verkettete Funktion

Beispiel:
1) f(z) = &%, g(z) = 27 > h(z) = g f(z) = (¢")?
2) f(z) = ¢, g(z) = 2® = h(z) = fog(z) = €”

Bemerkung 3.9.

Bei der Komposition von Funktionen mufl man méglicherweise Definitionsbereiche einschrianken,
um die Verkettung durchfithren zu kénnen, beispielsweise kann man f(z) = Inz und g(z) =
1 — 22 nur dann verketten zu h(z) = fog(z) = f(g9(x)) = In(1—2z2), wenn der Definitionsbereich
von g auf das Intervall (—1,1) reduziert wird.

3.2 Eigenschaften von Funktionen

Bevor die zentralen Begriffe des Grenzwertes von Funktionen und der Stetigkeit besprochen wer-
den, wollen wir einige grundlegende, aber im Vergleich zur Stetigkeit recht einfache Eigenschaften
von Funktionen diskutieren.

Definition 3.10.
Eine Funktion f : D — R heifit auf der Menge M C D beschrinkt, wenn es eine Konstante
ce R0 < c< oo gibt, so da

|f(z)| <¢, firalle z€ M

gilt.

f heilt auf M nach oben beschrinkt, wenn es eine ”obere Schranke” b, € R, b, < oo gibt, so daf
f(z) < b, fiir alle z € M gilt, und f heifit auf M nach unten beschrinkt, wenn es eine ”untere
Schranke” b, € R, b, > —oo gibt, so dal f(x) > b, fiir alle z € M gilt.
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Beispiele:
1) Die Betragsfunktion y = |z| ist durch die Konstante b, = 0 nach unten beschrinkt.
2) Die nach unten gedffnete Parabel y = —x? + 1 ist durch die Konstante b, = 3 nach oben
beschriankt (es gibt natiirlich auch eine kleinere obere Schranke, ndmlich b, = 1).
s

3) Die Funktion y = arctan z ist durch die Konstante b = § beschrénkt.

Definition 3.11.
Sei I C D ein Intervall und f : D — R eine Funktion y = f(z). Wenn fiir alle z,y € I gilt

aus z <y folgt f(z) < f(y),

dann spricht man von einer monoton steigenden Funktion. Folgt aus z < y sogar f(z) < f(y)
so nennt man f eine streng monoton steigende Funktion.
Gilt fiir alle z,y € I

aus x <y folgt f(z)> f(y),

dann spricht man von einer monoton fallenden Funktion. Folgt aus = < y sogar f(z) > f(y) so
nennt man f eine streng monoton fallende Funktion.

Beispiele fiir monoton steigende Funktionen sind z.B. y = arctan z, y = x> oder y = €7, sie sind
sogar streng monoton steigend. Die Funktion y = % mit dem Definitionsbereich D = (0, 00) ist
streng monoton fallend.

Definition 3.12.
Sei f: D — R, dann heifit f auf dem Intervall I C D konvex, wenn fiir alle z,y €

FETY) < 5@ + Fw))

gilt.
f heifit konkav, wenn fir alle z,y € 1

ac+y) S

7Y > L) + 1)

gilt.

Beispielsweise ist die Funktion f(z) = z? konvex, denn es gilt

.762

2 2 2 2
P=T

zC Y =Yoo T Y
= 4L <4+ L.
IR R T

r+y
2

(N
4

(

Geometrisch bedeutet die Konvexitit (bzw. die Konkavitit), da die Gerade durch die Punkte
(z, f(z)) und (y, f(y)) in dem Intervall [z,y] immer oberhalb (unterhalb) der Funktion liegt.
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Abbildung 32: konvexe Funktion Abbildung 33: konkave Funktion

Definition 3.13.

Sei der Definitionsbereich D der Funktion f : D — R symmetrisch beziigl. der y—Achse x = 0
(mit jedem z € D ist auch —z € D).

Gilt fir alle x € D

dann heiflt f gerade Funktion.
Gilt fiir alle z € D

dann heiffit f ungerade Funktion.

Bemerkung 3.14.
Der Graph einer geraden Funktion, z.B. y = cos x, ist symmetrisch beziiglich der y— Achse.
Bei einer ungeraden Funktion, z.B. y = 23 geht der Graph der Funktion fiir z > 0 durch Drehung
um 180° in den Graphen der Funktion fiir z < 0 iiber.
Jede Funktion f : D — R mit einem um den Punkt 2 = 0 symmetrischen Definitionsbereich
D kann man als Summe f(z) = g(z) + u(z) einer geraden Funktion g und einer ungeraden
Funktion u darstellen, denn mit

fz) + f(=2)

g9(z) = — und u(z) =

flz) = f(=x)
2

findet man Funktionen mit den geforderten Eigenschaften.

Definition 3.15.
Die Funktion f : D — R heifit periodisch, falls eine Zahl a > 0 existiert, so da8 fiir alle z € D
auch z + a € D ist, und dariiberhinaus

f(z+a) = f(z)

gilt. o heiflit Periode der Funktion f. Die kleinste Periode einer Funktion f, also
Umin = min {a}

nennt man primitive Periode der Funktion.

Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funktionen. Die Funktion y = sin z hat die
Perioden 2k7, k € N und die kleinste bzw. primitive Periode 27.
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3.3

Elementare Funktionen

Oft lassen sich Funktionen auf die Komposition (arithmetische Verkiipfung) von sogenannten
elementaren Grundfunktionen zuriickfithren, so daf} sich in diesen Féllen die Eigenschaften der
”komponierten” Funktionen auf die Eigenschaften der Grundfunktionen zuriickfiithren lassen. Im

Folgenden werden die wesentlichen elementaren Grundfunktionen kurz diskutier

1)

2)

ttl.

Exponentialfunktion y = a®, a #1,a >0, D =R,
ist a = e (EULERsche Zahl), spricht man von der e—Funktion y = e%;

Logarithmusfunktion y = log,z, a # 1, a > 0, D = Ry,
definiert als die Zahl y mit der Eigenschaft o¥ = «z,
ist a = e (EULERsche Zahl), definiert man mit

y =Inx :=logex

den natiirlichen Logarithmus,
aufgrund der Definition des Logarithmus {iber den Zusammenhang mit der Exponential-
funktion gelten die Gesetze

b
loga(b- ¢) = logab + log,c, loga(g) = logeb — logac, ¢ # 0, log, b° = clogyb,

denn fiir die Exponentialfunktionen gilt ja

@) = g%, oY) = (@)Y = a®Y),
ay¥

die Exponentialfunktion ist die Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion und umgekehrt;

Potenzfunktion y = zV,

v € N: natiirlicher (groftmoglicher) Definitionsbereich D = R,
veZ,v<0:D=R\{0}

vER y=g":=en =07 D =Ry,

die Umkehrfunktionen zu y = ¥ sind mit y = Ty = Y/z wiederum Potenzfunktionen;

Trigonometrische Funktionen,

y =sinz, y = cosz, D = R, primitive Periode o = 27,

y=tanz, D =R\ {r € Rlz = (2k + 1)5, k € Z}, primitive Periode T,
y=-cotz, D =R\ {z € Rlz = kr, k € Z}, primitive Periode 7;

Es gelten die wichtigen Beziehungen

__  sinz 2 2
tanzx = osze SIn“z+cos

z=1,
sin(zrty) = sinzcosyztcoszsiny, cos(xty)=coszcosy Fsinzsiny .
Inverse trigonometrische Funktionen,

y = arcsinz, y = arccos ¢, D = [—1,1],
y = arctanz, y = arccotr, D = R.

L An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daff eine mathematisch korrekte Definition der Exponentialfunktion
erst moglich ist, wenn wir den Begriff des Grenzwertes von Zahlenfolgen kennen. Die Definition der trigonome-
trischen Funktionen iiber die Beziehungen zwischen Ankathete, Gegenkathete und Hypotenuse des Dreiecks im
Einheitskreis wird als Schulwissen vorausgesetzt.
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Definition 3.16. (Elementare Funktionen)
Funktionen, die sich in einer geschlossenen analytischen Formel als Komposition der elementaren
Grundfunktionen vom Typ 1 bis 5 darstellen lassen, heiflen elementare Funktionen.

Beispiele fiir elementare Funktionen:
1) Ganze rationale Funktionen (Polynome)

n
y= Zaka:k, an #0, ag,z € R
k=0

2) Gebrochen rationale Funktionen (Polynombriiche)

_ pn(T)
gm ()
mit den Polynomen n—ten bzw. m—ten Grades p, und ¢p,. Ist n < m, heifit y echt gebrochen

rationale Funktion, und ist n > m, heifit y unecht gebrochen rationale Funktion.

Bemerkung 3.17.
Im Ergebnis einer Polynomdivision 148t sich eine unecht gebrochen rationale Funktion immer
als Summe eines Polynoms und einer echt gebrochen rationalen Funktion darstellen.

7

3) Hyperbelfunktionen

sinhx = %, D =R, W =R, ungerade,
T —X

coshx = %, D =R, W =[1,00), gerade,

et —e™”
tanhx = ———, D =R W =(-1,1), ungerade,

et +e 7T

e*+e”
cothz := prmp—— D =R\ {0}, W =R\ [-1, 1], ungerade,

An wichtigen Beziehungen errechnet man

sinhx coshx
tanhx = , cothx = — ,
osh x sinhx
cosh?z — sinh®z =1, cosh 2z = cosh®z + sinh’z,
1
1 —tanh’s = ———
cosh?z’

sinh(z £ y) = sinhx coshy + cosh z sinhy,
cosh(x £ y) = cosh x coshy £ sinh x sinhy,

die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heilen Areafunktionen, z.B. wird mit
y =arsinhz

die Umkehrfunktion der sinus hyperbolicus Funktion sinhx bezeichnet. Alle Areafunktionen
lassen sich explizit durch Logarithmusfunktionen ausdriicken, z.B. gilt

arsinhz =In (z + V22 + 1).

Die Funktionskurven der Hyperbelfunktionen und der Areafunktionen sieht man sich am besten
im Bronstein/Semendjajew an.
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3.4 Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen
3.4.1 Motivation

Wie in vielen anderen Bereichen der Mathematik geht es auch in der Analysis oft um die Losung
von Gleichungen der Art

f(z) =0, (64)

wobei die reellwertige Funktion f : I — R auf dem Intervall I = [a,b] definiert ist, so daf§ bei
der Losung der Gleichung (64) alle z € I gesucht sind, die die Gleichung erfiillen. Die Losungen
der Gleichungen nennt man sinnvollerweise Nullstellen der Funktion im Intervall I.

Die Losung der Gleichung

zt+ 23+ 166222 — 2 —0.25 =0

hat den praktischen Hintegrund einer Standfestigkeitsberechnung, und es sind Lésungen aus
dem Intervall I = [0,1] gefragt. Es geht also um Nullstellen der Funktion ps(z) = z* + 23 +
1.662z? — x — 0.25 im Intervall [0, 1]. Es ist naheliegend durch Probieren eine Idee iiber den
Charakter der Funktion zu erhalten, z.B. sieht man sofort, dafl

pa(a) =pa(0) <0 und py(b) =pa(l) >0

gilt. Die Frage der Losbarkeit der Gleichung ist nun gleichbedeutend mit der Frage, ob der Graph
der Funktion eine ununterbrochene Linie ist, die im Punkt (a,p4(a)) unterhalb der z—Achse be-
ginnt und im Punkt (b, ps(b)) oberhab der z—Achse endet, und somit die z—Achse schneidet,
wie die Anschauung und die Abb. 34 vermuten 138t.

25 - — y
=T 1 f(x
¢ a b X
\/
d f(x)
Abbildung 34: Graph der Funktion Abbildung 35: Graph einer Funkti-
pa(z) on, die die z— Achse iiberspringt

Die Eigenschaft eines Funktionsgraphen, ”ununterbrochen” zu sein, kann man mathematisch mit
der Eigenschaft der Stetigkeit einer Funktion beschreiben, was im weiteren genauer diskutiert
werden soll.

Man iiberlegt sich nun den folgenden Algorithmus zur Lésungsberechnung.

(i) Ist ps(a) < O und ps(b) > 0, wie in unserem Beispiel, halbieren wir das Intervall und
berechnen ps an der Stelle ¢ = “TH’,
ist |ps(c)| < e (e eine Genauigkeitsvorgabe, z.B. ¢ = 107%), sind wir fertig und haben mit
z = c eine Nullstelle mit einer geforderten Genauigkeit gefunden, ist |p4(c)| > € gehen wir

zum Punkt (i),
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(ii) ist ps(c) < 0, setzen wir @ := ¢ und b := b und gehen zum Punkt (i),
ist pa(c) > 0, setzen wir a := @ und b := ¢ und gehen zum Punkt (i).

Der eben skizzierte Algorithmus heifit INTERVALLHALBIERUNGSVERFAHREN und fiihrt im Falle
von ”ununterbrochenen” (stetigen) Funktionen stets zu einer Losung. Mit dem Taschenrechner
kommt man nach ein paar Schritten zu einer Losung x = 0.566. Es sei hier darauf hingewiesen,
daf} der beschriebene Algorithmus zwar zu einer Losung fithrt, allerdings nicht klirt, ob es sich
um die einzige Losung handelt.

Springt die Funktion, ohne die z—Achse zu schneiden (Abb. 35), funktioniert der eben skizzierte
Algorithmus nicht.

Ein weiteres Motiv, sich mit dem Begriff bzw. der Eigenschaft der Stetigkeit von Funktionen
zu befassen, besteht in der Moglichkeit eine vorgegebene Genauigkeit fiir die Berechnung eines
Funktionswertes in Abhéngigkeit vom Argument der Funktion zu erzielen. Dieser Sachverhalt
soll an einem Beispiel diskutiert werden.

Zwischen der Temperatur 6 einer medizinischen Hyperthermiesonde und dem Widerstand (2
einer Spule besteht ein funktionaler Zusammenhang. Um eine gewiinschte Temperatur 6y mit
einer Toleranz € (0 = Oy * €) zu erzielen, ist die Frage zu klidren, ob man zu der vorgegeben
Toleranz e einen Widerstandsbereich 2 = 0y + ¢ angeben kann, so dafl bei der Einstellung des
Widerstandsreglers mit der Genauigkeit § um den Wert Qj die resultierende Temperatur der
Hyperthermiesonde mit Sicherheit in dem Intervall (6 — €,y + ¢€) liegt.

Die Frage kann immer dann positiv beantwortet werden, wenn die Funktion 8 = f() stetig ist.
Sei der funktionale Zusammenhang in der Form

0= f(Q) =3VQ

gegeben (Temperaturen in Grad und Widerstédnde in Ohm). Wir verwenden einen Regelbereich
von 100 Ohm bis 200 Ohm, damit hat f : D — R den Definitionsbereich D = [100,200]. Wir
wollen eine Temperatur von 41° mit einer Genauigkeit ¢ = 0.1¢ erreichen, und wollen ausrechnen,
wie genau der Widerstandsregler eingestellt werden mufl. Zuerst errechnen wir den Wert )¢ mit
0(Qp) = 41 und finden

41 1681
41 =34/Q¢ bzw. Q= (?)2 =5 = 186.7771...

Aufgrund der dritten binomischen Formel gilt
Q-Q
Q- Q= (V2 V) VA+ V) bzw. VO Q= ———.
0= ( 0)( 0) - Yo
Damit erhalten wir die Abschétzung
Q- Qo 3
Q) — f()] =3 < Q — Qg,

da vQ + /Qp im Falle des vorliegenden Definitionsbereiches immer grofier als 24/100 ist. Aus
der Ungleichung folgt, da8 |f(2) — f(0)| < 0.1 dann gilt, wenn

2 2
m—ndgaL£ baw. |0 0| < 2

gilt. Wir miissen also den Wert €y = 186.7777 Ohm mit einer Genauigkeit von 0.6666 Ohm
einstellen, um die 41° mit einer Genauigkeit von 0.1° zu garantieren.

Es ist offensichtlich, daf§ die eben durchgefiihrte Betrachtung im Falle einer Funktion mit einer
Sprungstelle, wie in Abb. 35 dargestellt, fiir die Sprungstelle zy nicht zum Erfolg gefiihrt hitte.

Generell ist anzumerken, dafl die eben diskutierte Eigenschaft (in der Abb. 36 illustriert),
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€
f(xg) T

Abbildung 36: € — §—Betrachtung an der Stelle zg

dafl man fiir jedes vorgegebenes Genauigkeitsintervall

(f(mo) — €, f(xo) + €), € > 0, ein Intervall

(xg — 9,29 + 0), 6 > 0, angeben kann, so daB fiir

z € (xg — d§,z0 + 0) in jedem Fall f(x) € (f(zo) — €, f(zo) + €) folgt,
gerade die Stetigkeit der Funktion bedeutet.

Im folgenden wollen wir die eben durchgefithrten Uberlegungen zur Stetigkeit mathematisch
beschreiben.

3.4.2 Definition des Grenzwertes einer Funktion

Bei den obigen Betrachtungen haben wir mit den Intervallen (zy — §,z¢ + ¢) und (f(zo) —
€, f(zg) + €), also Umgebungen von zg bzw. f(zg), operiert.

Definition 3.18.
Seid € R, § >0, und zg € R, dann heift

Us(zo) = {z € R||x — zy| < 6} = (zg — 6,9 + 0)
d—Umgebung von z.

Bemerkung 3.19.
Unter Nutzung der Definition 3.18 koénnen wir das Intervall (f(zo) — €, f(zo) + €) auch als
e—Umgebung von f(zg), also Uc(f (o)) interpretieren.

Definition 3.20.

Sei D C R, dann heifit D offene Menge in R, wenn zu jedem Element z € D ein § > 0 gefunden
werden kann, so dafl Us(z) C D gilt.

z € D heit innerer Punkt der Menge D, wenn es ein § > 0 gibt, so dafl Us(z) C D gilt. Elemente
z € D, die nicht innere Punkte der Menge D sind und in jeder Umgebung Us(x) mindestens ein
Z € D und ein Z ¢ D besitzen, heilen Randpunkte der Menge.

Definition 3.21.
a heit Hiufungswert (oder Hiufungspunkt) der Menge D, wenn in jeder —Umgebung von a
mindestens ein z # a, ¢ € D existiert.

Bemerkung 3.22.

In der §—Umgebung Us(a) gibt es unendlich viele z € D.

Der Hiaufungspunkt gehort nicht unbedingt zur Menge D, denn wenn wir D = (0, 1) wihlen, ist
a = 0 offensichtlich ein Hiufungspunkt (ebenso wie a = 1), gehort aber nicht zu D.
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Beispiele:

1) D = {1|n € N} hat nur den Hiufungspunkt a = 0.

2) Ist D = [0, 3], so ist jedes Element a € D Hiufungspunkt von D.

3) Ist D = (0,1], so ist die Menge der Hiufungspunkte von D gleich dem Intervall [0, 1] (siehe
auch obige Bemerkung).

4) D = (0,2) ist eine offene Menge in R. Alle Punkte z aus (0, 2) sind innere Punkte.

5) Die offenen Intervalle bzw. die Vereinigung offener Intervalle sind sdmtlich offene Mengen in
R.

6) z = 2 ist Randpunkt der Menge D = (0, 2].

Definition 3.23.
Ist f : D — R eine reellwertige Funktion und @ ein Hiufungspunkt von D, dann strebt f(x)
fiir £ — a gegen «, wenn zu jeder Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 existiert, so daB fiir alle z €
D NUs(a),  # a,

|f(z) —al <e
gilt. g heiflt Grenzwert der Funktion f an der Stelle ¢ und wird durch

a = lim f(z)

T—a

bezeichnet.
a muB} kein Element von D sein, und g muf} nicht Element des Wertebereichs der Funktion f
oder Hiufungspunkt des Wertebereichs von f sein.

Die Funktion

_ |1 firz#2,
y_f(m)_{ 0 fiir z =2

mit dem Definitionsbereich D = R hat an der Stelle a = 2 offensichtlich den Grenzwert g = 1.

Weitere Beispiele von Grenzwerten von Funktionen:

1) Sei f:R\ {0} = R, y = f(z) = zsini. Der Grenzwert der Funktion an der Stelle z =0
existiert und es gilt

lzmz‘—)Of(x) = 07
denn man erhélt
1
|f(z) = 0] = [f(2)] = |z]|sin | < |a],

und damit kann man fiir jedes € > 0 ein § > 0, ndmlich § = € angeben, so daf aus |z| < §
die Beziehung |f(z)| < € sofort folgt.

2) Sei g:[1,10] = R, y = g(z) = z%. Der Grenzwert an der Stelle z = 2 existiert und es gilt
limy_og(z) = 4.
Es ist zu zeigen

fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0: |z —2| <§ — |2° — 4] <,
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fiir ein vorgegebenes € ist ein ¢ mit der geforderten Eigenschaft zu berechnen/konstruieren.
Es gilt

|22 — 4| < e<= —e< 2’ —d<e+= €< (z—-2)(z+2) <e

Wegen des Definitionsbereiches [1,10] ist z + 2 positiv und damit ergibt sich

€

<z-2<—— bzw. |z — 2] < :
T+ 2

T+ 2 x+2

Damit kann man durch die Wahl von § = 5% = 5 in jedem Fall |z° — 4| < € erfiillen.

Definition 3.24.

Ist f: D — R eine reellwertige Funktion und a ein Haufungspunkt von D, dann strebt f(z) fiir
z — a von links (von rechts) gegen g, wenn zu jeder Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 existiert, so daf§
fiir alle x € DN Us(a), x < a(xz > a),

[f(z) —gl <e

gilt. g heiit linksseitiger (rechtsseitiger) Grenzwert der Funktion f an der Stelle ¢ und wird
durch

g= lim f(z) (9= lim f(z))

z—a—0 z—a+0

bezeichnet.

Satz 3.25.
Der Grenzwert der Funktion f : D — R an der Stelle x = a existiert genau dann, wenn links-
und rechtsseitiger Grenzwert ezistieren und gleich sind.

Beispiel:
Mit [z] bezeichnet man die sogenannte entier-Funktion,

[z] = p,
wobei p die grofite ganze Zahl mit p < z ist. Man findet mit
limgs1-0=0 , limgy140=1

unterschiedliche links- und rechtsseitige Grenzwerte an der Stelle z = 1. Damit existiert der
Grenzwert

limg_1[z]

nicht.

Bemerkung 3.26.
Die Definition fiir lim,_,, = ¢ ist zu modifizieren, wenn a und/oder g gleich co oder —oo sind.
Statt

|z —al| <§ ist z>A zubetrachten (z — o00), statt

|z —al < ist < —A zubetrachten (z — —o0), statt
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|f(z) —g| <e ist f(z) > T zubetrachten (g= o), statt

|f(z) —g| <e ist f(r) < —T zu betrachten (g = —o0).

7Z.B. wollen wir

o1
lim —
T—00 I

untersuchen. Wir vermuten, dafl die Funktion fiir z gegen oo den Grenzwert g = 0 hat, d.h., wir

miissen zeigen

1
Ve>0 3JA>0: £E>A:>|E|<€.

Der Nachweis, dafl

1
lim — =0
T—00 I

ist, sollte zur Ubung von der/dem interessierten Studentin/en erbracht werden.

Ist g = oo oder g = —oo0, spricht man von uneigentlichen Grenzwerten (die Funktion strebt
gegen oo bzw. —00).

Die Beschrinktheit einer Funktion ist keine Garantie fiir die Existenz des Grenzwertes einer
Funktion an einer Stelle z = a, wie das Beispiel mit der entier-Funktion [ ]:[0,2] — R an der
Stelle z = 1 gezeigt hat. Auch im Falle der sinus-Funktion existiert der Grenzwert lim,_,, sin
nicht.

Andererseits konnen bei unbeschrinkten Funktionen Grenzwerte existieren, z.B. gilt

lim — =00 oder lim tanx = —oo.
z—0+0 & w—)%—I—O

Satz 3.27. (Grenzwertsditze)
Es werden jeweils Grenzwerte fiir einen der Fille

z—a, zz—a+0, z—>a-0,

T —500, T — —00
betrachtet. Es gelten die Regeln
1)
lim(f + g) = lim f + lim g,
2)
lim(f - g) = lim f - limg,

3)

lim =

y
f_Mmf o els limg £0,
g limg
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4)
f<g=limf <limg,

5)

f<g<hAlmf=limh=y—=— limg=y.

Die Regeln 1) bis 5) gelten auch fir uneigentliche Grenzwerte, wobei Unbestimmtheiten der Form
700 —00”in 1), "0-00” in 2) und "% ” in 3) ausgeschlossen werden, und die ”Rechenregeln”
0
co+oo=00, 00-Ftox==x00, — =0,
+o0
verabredet werden.

Bemerkung 3.28.

Wird in Regel 3) die Voraussetzung g # 0 fallen gelassen, ist mit ” %” eine weitere Unbestimmt-
heit moglich.

Im Falle des Auftretens von Unbestimmtheiten sind die Grenzwertséitze nicht anwendbar und es
werden Sonderbetrachtungen erforderlich.

Bei dem Beispiel f(z) = % tritt fiir z — 0 der Fall ” %” auf. Aus der Abbildung 37 erhilt man
die Beziehungen

AnoprQ < Asektor < Aaopr und damit

sinx T tanz .. sinzx
bzw. nach Division durch

5 <" <3

1
1< L

sinx  cosz

Nach der Regel 5), also dem sogenannten Einschachtelungssatz, folgt

sinzx
lim — =1 und damit nach Regel 3) lim =1.
r—04+0 S1n z—0+0 x
R
|
l tan x
|
sinx,
COS X :
T
0 P
- 1 — =
sinx

Abbildung 37: Skizze zur Grenzwertbetrachtung lim; 010 7
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3.4.3 Grenzwertberechnung und unendlich kleine und unendlich grofle Groflen

Bei der Berechnung von Grenzwerten von Funktionen treten oft Unbestimmtheiten der Art ” %”

oder ”22” auf, wie auch im eben behandelten Beispiel bei der Bestimmung von limg_0+0 Si%,
da getrennt betrachtet sowohl der Zahler sinx als auch der Nenner z fiir z — 0 gegen 0 streben.
Entscheidend fiir die evtl. Existenz eines endlichen Grenzwertes ist die ” Geschwindigkeit”, mit
der Zdhler und Nenner im Verlaufe des Grenzprozesses £ — 0 gegen 0 streben. Wenn der
Zahler schneller oder hichstens mit der gleichen Geschwindigkeit gegen 0 strebt, ist ein endlicher
Grenzwert zu erwarten, anderenfalls nicht.

Definition 3.29.
Eine von z abhingige Variable y = f(z) (arithmetischer Ausdruck, Funktion,...), deren Grenz-
wert lim,_,, f(z) gleich 0 (gleich +00) ist, heifft unendlich kleine (unendlich groie) Grofie in der
Umgebung von a.

Beispiele fiir unendlich kleine Gréfien sind tanz fir x — 0 und e™? fiir z — oo, sowie f(z) — g
fir x — a, falls lim,_,, f(z) = g gilt.
Beispiele fiir unendlich grofe Gréfien sind tanz fiir z — § — 0 und ;—2 fir x — 0.

Satz 3.30. (Eigenschaften unendlich kleiner/grofier Grifien)
Fiir die unendlich kleinen Gréflen a und B bzw. die unendlich grofien Grifien ¥ und 2 gilt im
gleichen Grenzprozefs

a) a+ B, a— B sind unendlich kleine Grifien,

b) a-B, ca sind unendlich kleine Grofien, wobei ¢ eine von Null verschiedene reelle Konstante

c) % ist eine unendlich kleine Grdfe,
1
«

d)
e) U+ c ist eine unendlich grofe Grofe,

ist eine unendlich grofie Grdfe,

f) ¥-Q>0= U+ Q ist eine unendlich grofle Grife,
g) V- Q ist eine unendlich grofie Grife,

h) %, % sind unbestimmte Grdflen, und falls ¥ -Q < 0 bzw. ¥-Q > 0 gilt, ist ¥ — Q eine
unbestimmie Grdfe.

Definition 3.31. (Ordnung von unendlich kleinen Grofien)

1) Gilt fir die unendlich kleinen Gréfien @ und 3
lim & = 0,

B

dann ist @ von hoherer Ordnung unendlich klein als S (o = o(f)).
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2) Gilt fiir die unendlich kleinen Gréen o und S

lim S = 400,

dann ist @ von niederer Ordnung unendlich klein als 8 (8 = o(«)).

3) Gilt fiir die unendlich kleinen Gréen « und
lim% = const. # 0,

dann sind o und $ von gleicher Ordnung unendlich klein (8 = O(«)). Ist lim § = 1 nennt
man « und S dquivalente unendlich kleine Grélen (a ~ 3).
Gilt a = O(B"), ist @ von n—ter Ordnung beziigl. .

Beispiele:

1) Wie weiter oben diskutiert, gilt sinz ~ z fir z — 0. Ebenso findet man tanz ~ z fiir

xz — 0, da lim,_,q ta;“” =1 ist.

2) Fiir o = 2h? gilt o = O(h?), d.h., a strebt mit h — 0 quadratisch oder von 2. Ordnung

gegen 0.
3) Firz > oo gilt 1+ 2 = O(?"”:—Q%), denn
142 142 ]
:zvhﬂrgow_j‘f’_whﬁrgo?,-}-%_g
T x

4) Fir z — 0 gilt \/z + Vz ~ /z, da
fim YEEVT o ST a1 =1
z—0 \4/5 z—0 \/E z—0

Satz 3.32. (Eigenschaften dquivalenter unendlich kleiner Griflen)

1)

a~f<— [ ~a,

2)

Zﬁ — lim(1 — (%ﬁ)).

a~—f= a+f=o0(a), denn lim =
3)
a~f=a=+yAy=o0(a),
4) Ist f eine elementare Funktion, so gilt

a~ = limf(a) =1lim f(B8), und

limf(a) =0Aa~ = f(a) ~ f(B).
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Die im Satz 3.32 notierten Eigenschaften wollen wir anhand der folgenden Beispiele erldutern.

1)
2
im M: im L,: limﬁ: lim w%z().
2—0+0 ¢/ +sinz 22040 /z +sinz 22040 /z 2040

2)

. 22 +sinz . sinx . T . 1

lim ——— = lim = lim — = lim — =o0.

z—0+0 .’EQ z—0+4+0 w2 z—0+0 T z—0+0 T

3)
. (1 —2?)tan(z? + sin?(Va3 + 22)) . tan(z3 + sin? (Va3 + z?))
hm N = llm - =
0 sin 23 —0 sinz3
. 2 sin?(Vad+2?) . 2® +sin?(Vad + 2?)
lim - = lim =
z—0 sin 3 =0 z3
.2+ (Vi3 4 2?)? o+t
lim = lim = 2.
z—0 :1:3 z—0 :1:3
4)
z? —4 . (z—-2)(z+2)

wggio v —2 ::ngio vV —2
lim vz —2(z+2)=0.

z—2+0

Bemerkung 3.33.

Beim Operieren mit unendlich groBen Gréflen kehren sich im Unterschied zum Operieren mit un-
endlich kleinen Gréfen jeweils die Begriffe ”von niederer Ordnung” und ”von héherer Ordnung”
um. Wenn ¥ und 2 unendlich grofle Gréflen sind, so ergibt sich demnach

a)

LG
limﬁ =0<= U =0(N).

lim% = to0 <= Q = o(¥).

v
limﬁ = const. # 0 <= ¥ = 0(Q),

¥ und 2 sind von gleicher Ordnung, und falls lim % = 1 gilt, nennt man ¥ und 2 dquivalent
(T ~ Q).
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Beispiele:
1) Fir z — oo gilt

2%+ 52° — 627 ~ —62".

1 1
lim (= + 2°) sinz = lim — sinz = 1.
z—0'T =0 T

4 2
lim (z4/1+ — +2) = lim (— +2) =0.
200 x z—0-0" |z
4 2
lim (z4/1+ — +2) = lim (& +2) = 4.
z—0+0 x z—0+0" ||

3.4.4 Folgen reeller Zahlen

Bevor wir uns mit Stetigkeitsbetrachtungen befassen, fithren wir den wichtigen Begriff der reellen
Zahlenfolge ein.

Definition 3.34.

Eine Abbildung f : N = R, a,, = f(n), die jeder natiirlichen Zahl genau eine reelle Zahl zuordnet,
heiit unendliche Zahlenfolge und wird auch mit (a,)nen oder auch kurz mit (a,) bezeichnet. ay,
heilt das n—te Glied der unendlichen Zahlenfolge.

Bildet f nur jede natiirliche Zahl zwischen 1 und N in die Menge der reellen Zahlen ab (f :
{1,2,..., N} — R), so erhilt man eine endliche Folge.

Da es sich bei dem Bildbereich einer unendlichen reellen Zahlenfolge (wir verwenden abkiirzend
die Bezeichnung ”Folge”) um eine Menge handelt, kann die Menge auch Hiufungspunkte ha-
ben. Z.B. hat die Folge (a,) := {1 — 1|n € N} den Haufungspunkt 1, und die Folge (an) :=
{(-1)"™|n € N} die Hiaufungspunkte 1 und —1. Da wir uns in einem spéteren Kapitel der ” Hoher-
en Mathematik fiir Ingenieure” noch ausfiihrlicher mit Folgen (und Reihen) befassen werden,
sollen an dieser Stelle nur einige fiir die Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen niitzliche
Eigenschaften von Folgen kurz behandelt werden.

Definition 3.35. (Nullfolge)
Eine Folge (ap)nen heiflt Nullfolge, wenn man zu jedem beliebigen € > 0 einen Index ng € N
finden kann, so dafl

lan| < e fir alle n > ny.
In diesem Fall sagt man auch (a,) konvergiert oder strebt gegen Null und beschreibt dies durch

lim a, =0 oder a, — 0 fir n — oo.
n—,oo

Die Folge 1, 1,1 ... L . ist offensichtlich eine Nullfolge, denn fiir eine Zahl ¢ > 0 findet man

79931 o
mit o = [£] + 1 eine Zahl, so daf I < e fiir alle n > ng gilt.
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Lemma 3.36.
a) Ist (ay) eine Nullfolge und gilt fir eine Folge (by,)

|bn| < lan| firalle n €N,

so ist auch (b,) eine Nullfolge.
b) Sind (a,) und (b,) Nullfolgen, so sind die Folgen

(an + bn)a (a'n - bn)a (a'n : bn)a (ar’,cl)a (Ca'n)
mit den beliebigen Konstanten k € N und ¢ € R ebenfalls Nullfolgen.

Beweis.

a) Da (ay) Nullfolge ist, findet man zu jedem e > 0 einen Index ng € N, so da8 |a,| < € fiir alle
n > nyg gilt. Da |by| < |ay,| gelten soll, findet man also auch zu jedem e > 0 einen Index ng € N,
so daB |by,| < |a,| < € fiir alle n > ng gilt.

b) (ay) und (b,) sind Nullfolgen, d.h., zu jedem € > 0 exisistiert ein Index n; € N mit |a,| < § fiir
alle n > n1, bzw. ein Index np € N mit |b,| < § fiir alle n > ny. Wenn wir nun ng = maz{ni,ns}
setzen, erhalten wir

|an, £ b, <lan| + |bn| < %+%:e fiir alle n > ny,

d.h., (a, + by) und (a, — by,) sind Nullfolgen. Man findet nun, da mit (a,) auch (a, + ay),
(an + apn + an) und (ma,) mit einer beliebigen Konstante m € N Nullfolgen sind. Betrachten
wir nun irgendein m € N mit m > |c|. Damit ist auch |ca,| < ma, und aus a) folgt (cay) ist
Nullfolge, da (m a,) Nullfolge ist.

Wir folgern daraus, daf8 (ay, - b,) Nullfolge ist. Man findet ein ¢ > 0 mit |a,| < c fiir alle n € N.
Nun ist (¢by,) Nullfolge und es gilt |a, - b,| < |c¢by|. Aus a) folgt (a, - b,) ist Nullfolge.

Damit ist (ay, - as), (ay - @y - a,) und schlieBlich (ak) fiir festes k¥ € N Nullfolge. O

Bemerkung 3.37.
Mit dem wichtigen Hilfssatz 3.36 erkennt man nun sofort, dafl

1
(5 G+), (ern), € Rbelickig
n
Nullfolgen sind.

Die geometrische Folge

n

]‘7 q7 q2’ q37""q 70"

ist eine Nullfolge, wenn |g| < 1 ist. Zum Nachweis definiert man durch

1
1+h=—
lq|

eine Zahl h > 0. Mit der BERNOULLIschen Ungleichung (1 + h)™ > 1 + nh folgt nun

111
1+h)" = 1+nh ~ nh’

n‘_

lq lg|" =

Da (=) nach Hilfssatz 3.36 eine Nullfolge ist, ist auch (¢") eine Nullfolge.

1
nh
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Definition 3.38. (Grenzwert einer Folge)
Eine reelle Zahlenfolge (a,,) konvergiert genau dann gegen eine reelle Zahl a, wenn

(an - a)nEN

eine Nullfolge ist.
a heiflt Grenzwert oder LIMES der Folge (a,). Man beschreibt dies durch

lim =a oder a, — a fir n — oo.
n—o0

Definition 3.39. (Cauchy-Folge)
Eine reelle Zahlenfolge (a,) heiit CAUCHY-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, so
dafy

|an, —am| < e firalle m,n>mny gilt.

Korollar 3.40.
CAUCHY-Folgen reeller Zahlen sind konvergent.

Korollar 3.41.
Eine Folge (ay) konvergiert genau dann gegen a, wenn es zu jedem € > 0 einen Index ng € N
gibt, so daf fir alle n > nyg

lanp, —al <€
gilt.

Bemerkung 3.42.

Aufgrund der Definition des Hiufungspunktes einer Menge D kann man zu jedem Hiufungs-
punkt b eine Folge (a,) C D konstruieren, die b als Grenzwert hat.

Denn man findet fiir alle ¢ > 0 immer ein ¢ € D mit |a — b| < e. Wihlt man nun ¢, = %, SO
findet man fir alle n € N jeweils ein a, € D mit |a, — b| < €, = % Damit ist (a, — b) eine
Nullfolge und es gilt lim,_,o, a, = b.

Andererseits erkennt man, dafl der Grenzwert einer konvergenten Folge ein Hiufungspunkt eben-
dieser Folge ist.

Definition 3.43.
Wenn es fiir die Folge (a,,) ein beschrinktes Intervall [A, B] C R mit

A<a,<B firalle neN

gibt, heiit die Folge (ay) beschrinkt.

A heifit untere Schranke der Folge. Das grofite mogliche A heifit grofite untere Schranke oder
das Infimum der Folge (a,) und wir durch inf, ¢y a,, bezeichnet.

B heifit obere Schranke der Folge. Das kleinste mégliche B heifit kleinste obere Schranke oder
das Supremum der Folge (ay) und wird durch sup,, ¢y a, bezeichnet.

Definition 3.44.
Eine Folge (ay) heifit monoton steigend, wenn

an < apy; firalle neN
gilt, und monoton fallend, wenn
Gn > apy1 fiiralle n €N

gilt. Gelten die echten kleiner (<) oder grofier (>) Beziehungen, spricht man von strenger Mo-
notonie.
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Definition 3.45.
Als Teilfolge von (an)nen bezeichnet man jede Folge

QnyyOnyy gy - -3 Gnpy-e-y KUrZ (G )keN

mit ng <ng <+ <ng < ... (nkEN).

Betrachten wir die Folge (a,) mit a, = (—1)", dann ist die Folge (a2,) eine Teilfolge, die nur
aus jedem zweiten Folgenglied von (a,) besteht.
Aus der harmonischen Folge

1

1
ygr kann man z.B. die Teilfolge 1,
n

1,

N | —
>~ =
O =

bilden.

Korollar 3.46.
Konvergiert die Folge (ay,) gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge von (ay) gegen a.

Satz 3.47. (FEigenschaften beschrinkter Folgen, BOLZANO-WEIERSTRASS )
a) Jede beschrinkte reelle Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.
b) Jede beschrinkte monotone Zahlenfolge konvergiert.

Bemerkung 3.48.

1) Wenn wir die oben angesprochene Folge (a,) mit a, = (—1)" betrachten, ist (a,) be-
schrinkt, denn es gilt —1 < a,, <1 fiir alle n € N. Hier findet man mit (as,) oder (azp+1)
sehr leicht Teilfolgen von (a,,) die gegen 1 bzw. —1 konvergieren.

2) Die Folge mit den Gliedern

_1 1 1 1 1
ap, = +ﬁ+i+§+---+a
ist offensichtlich streng monoton steigend. (a,) ist auch beschriankt, denn es gilt

1 1 1 1
—_— = < = y
T 1.2.3..... n—1-2.2..... 9~ on—1

damit findet man mit Hilfe der geometrischen Summenformel!?

1 1—(3)"

2n_l)=1+ <1+ =3

11
n <1+ (145455404

1 1
3 -3

3 ist also eine obere Schranke der Folge. Andererseits ist 1 eine untere Schranke von (ay).

Nach Satz 3.47 konvergiert die Folge. Der Grenzwert der Folge ergibt sich (im Rahmen
der Genauigkeit eines Taschenrechners) zu

e =2,71828183

und wird EULERsche Zahl e genannt.

’Die Formel lautet Y 7 _, ¢t = 111‘1; , ¢ # 1, und kann als Ubung durch vollstéindige Induktion bewiesen
werden (falls das noch nicht passiert ist).
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3.4.5 Definition der Exponentialfunktion*

Der Stern zeigt an, dafl dieser Abschnitt einen fakultativen Charakter hat, trotzdem aber inter-
essant und wichtig ist.

Bisher haben wir die Exponentialfunktion y = e¢* bzw. allgemeiner y = f(z) = a*, a > 0 als
durch ”den Taschenrechner gegeben” verwendet, denn f(z) ist ja nur fiir rationale z erklirt.
Um f: D — R mit D =R zu erkldren, mufl f(z) = a® auch fiir irrationale Argumente sinnvoll
erklirt werden.

Dazu wollen wir die Ergebnisse des vorangehenden Kapitels iiber die Konvergenz monotoner
Folgen verwenden. Zuerst betrachten wir den Fall ¢ > 1 und zeigen die strenge Monotonie von
f auf der Menge der rationalen Zahlen (Q, denn sind z1, z2 rationale Zahlen mit x1 > z2 so kann
man sie auf den Hauptnenner bringen, d.h., es gibt ganze Zahlen p, ¢, m mit

T1="—, m3=— (Mm#0,p>q).
m
Damit erhalt man

f(.Tl) aiEl — AT1—T2 p=gq %p—q.

= — = =q m =

flz2)  a®
Es ist %/a > 1, denn aus %/a < 1 folgt im Widerspruch zur Voraussetzung a < 1™ = 1. Wegen
p > qgilt /a’"? > 1, und damit folgt f(z1) > f(x2), also ist f streng monoton steigend.
Im Fall 0 < a < 1 ist f(xz) = a” fiir rationale = streng monoton fallend, wegen der Beziehung
a® = ()"® mit 1 > 1. Im Fall a = 1 ist f(z) = a® = 1, also konstant.

Definition 3.49.
Ist @ > 0 eine reelle Zahl und z eine irrationale Zahl mit der Dezimaldarstellung

T = 20,212223 ---2p « -

(20 ganz, 21,22, 23,... Ziffern'3), so definieren wir daraus die Folge der rationalen Zahlen
To = 20
r = 20,21
T2 = 20,2122
rs = Z20;%1%2%23
Tm = Z0,R1%223.-.-2n

und definieren

a® = lim a'™. (65)
n—oo

Damit ist f : R = R mit a > 0 fiir alle reellen Zahlen z erkldrt. Man nennt die Funktion f
Exponentialfunktion zur Basis a.

Bemerkung 3.50.

Der Limes (65) existiert und ist endlich, denn die Folge (a,) konvergiert, da sie monoton und
beschriankt ist. Die Monotonie folgt aus der Monotonie der Folge (r,). Die Beschrinktheit ist
ebenso offensichtlich, denn es gilt

a0l < g™ < grotl,

13Unter einer Ziffer z verstehen wir ein Element der Menge {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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1

/

0

Abbildung 38: Verlauf der Exponentialfunktion zur Basis a = 2

Mit der eben durchgefithrten Betrachtung, haben wir indirekt auch die Logarithmusfunktion
y = log, x eingefiihrt, denn die Logarithmusfunktion wird als Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion erklért.

3.4.6 Stetigkeit

Mit den Begriffen des Grenzwertes einer Funktion und des Grenzwertes von Folgen kénnen wir
nun die Stetigkeit definieren.

Definition 3.51. (Stetigkeit in einem Punkt xg)
Eine Funktion f : D — R ist linksseitig stetig im Punkt z¢y € D, wenn

lim f(z) = f(zo)

r—x9—0

gilt. Eine Funktion f : D — R ist rechtsseitig stetig im Punkt x¢ € D, wenn

lim f(z) = f(zo)

x—x0+0

gilt. Eine Funktion f : D — R ist stetig im Punkt zq € D, wenn

lim f(z)= Tlim f(z)= f(zo)

x—x0+0 rz—x0—0
gilt.

Definition 3.52.

Sei D eine offene Menge in R. Eine Funktion f heifit auf D stetig, wenn fiir alle ¢ € D gilt
Jim £(@) = f(z0).

Sei I ein Intervall aus R und f : I — R. Dann heifit die Funktion f auf I stetig, wenn sie in

jedem inneren Punkt von I stetig ist und in jedem Randpunkt, der zu I gehort, einseitig stetig
ist.

Bemerkung 3.53.
Die Definition 3.51 der Stetigkeit in einem Punkt zy bedeutet, daB fiir alle Folgen (z,) C D mit
T, — xg stets

lim f(zn) = f(xo)

n—oo
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gilt. Dies kann man auch in der Form

lim f(z,) = f(lim z,)

n—o0 n—0o0

schreiben, und wir kénnen uns merken, dafl bei der Stetigkeit von f in z¢ = lim,_,c0 T, das
Funktionssymbol f und lim,_,,, vertauscht werden kénnen.

Aufgrund der Stetigkeitsdefinition ist der Nachweis der Stetigkeit gleichbedeutend mit der Grenz-
wertberechnung von Funktionen.
Aquivalent zu den vorgenommenen Stetigkeitsdefinitionen ist die sogenannte € — §—Definition.

Satz 3.54. (Stetigkeit in einem Punkt x)
Die Funktion f : D — R ist stetig im Punkt xo € D, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert,
so dajf$ gilt

z€DAN|z—1x0| <d = |f(z) — f(z0)] <e.

Bemerkung 3.55. (Typ von Unstetigkeitsstellen)
Gilt an einem Punkt zg € D

lim f(e)# lim f(a),

rz—x0+0 x—x0—0
dann ist zg eine Unstetigkeitsstelle der Funktion f. betrachten wir z.B. die Funktion
2l fir 2 #£0
= T
/(@) { 0, fir £=0

so ist £g = 0 eine Unstetigkeitsstelle, denn

lim f(z)=1#-1= lim f(x).

z—x0+0 z—x0—0

1) Von besonderem Interesse ist das Verhalten von Funktionen beim Grenziibergang z — zg,
wenn die Funktionen an der Stelle xy nicht erklirt sind. Z.B. ist die Funktion

sinz

flz) =

Z

nur auf R\ {0} erkldrt. Allerdings gilt, wie weiter oben gezeigt,
lim f(z) = 1.

z—0

Damit kann man die Funktion f durch

e, fir z#£0
1, fir =0

stetig erweitern, denn f* : R — R ist eine iiberall stetige Funktion.
Eine dhnliche Situation liegt vor, wenn an einer Stelle zg gilt

lim f(z)= lim f(z)=g,

rz—xo+0 z—x0—0

allerdings f(zg) # ¢ ist. In diesem Fall ist f an der Stelle zy nicht stetig, allerdings kann man
durch die Ersatzfunktion

g, fir z=u1
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die Unstetigkeit beheben. Man spricht dann von einer hebbaren Unstetigkeitsstelle x.

2) Hat eine Funktion Sprungstellen, wie z.B. die oben diskutierte entier-Funktion y = f(z) = [z],
spricht man bei den Sprungstellen von Unstetigkeitsstellen 1. Art.

3) Von Unstetigkeitsstellen 2. Art spricht man, wenn mindestens einer der einseitigen Grenz-
werte nicht existiert oder unendlich ist, wie z.B. im Falle der Funktion f : R — R

Lo fir 240
f(x)_{(g)c, fir z=0

an der Stelle zyp = 0 (links- und rechtsseitiger Grenzwert ist —oo bzw. oo, es liegt eine Un-
endlichkeitsstelle oder Polstelle vor), oder im Falle der Funktion f(z) = sini an der Stelle
zo = 0 (links- und rechtsseitiger Grenzwert existiert nicht, es liegt eine oszillatorische Unste-
tigkeit vor).

3.5 [Eigenschaften stetiger Funktionen

Bei der Diskussion der Losung einer Gleichung der Form f(z) = z*+ 23 +1.6622%2 — 2 —0.25 = 0
auf dem Intervall [0, 1] haben wir die folgende Eigenschaft einer stetigen Funktion ausgenutzt.

Satz 3.56. (Nullstellensatz)
Ist f : [a,b] — R stetig und haben f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen (f(a)- f(b) < 0),

so0 besitzt f in (a,b) mindestens eine Nullstelle.

Bemerkung 3.57.

Der Beweis des Satzes 3.56 wird mit dem oben beschriebenen Intervallhalbierungsverfahren
erbracht, indem eine Folge konstruiert wird, die aufgrund der Stetigkeit gegen eine Nullstelle
konvergiert.

Satz 3.58. (Zwischenwertsatz)
Sei f : [a,b] — R stetig und § eine beliebige Zahl zwischen f(a) und f(b), so gibt es mindestens
ein T zwischen a und b mit

f(@) =9,
d.h. eine stetige Funktion f : [a,b] = R nimmt jeden Wert § zwischen f(a) und f(b) an.

Bemerkung 3.59.
Der Zwischenwertsatz ergibt sich aus dem Nullstellensatz, indem man den Nullstellensatz fiir
die Funktion g(z) := f(z) — ¥ anwendet.

Beispiel:

Wir wollen eine Nullstelle des Polynoms p3(z) = = — %—3 — % im Intervall [0,1] bestimmen. Da
p3(0) = —3 < 0 und p3(1) = ; > O gilt, konnen wir aufgrund des Nullstellensatzes auf die
Existenz einer Nullstelle aus (0,1) schlielen.

Fiir das Intervallhalbierungsverfahren berechnen wir p3(%) = —QL < 0. Jetzt ist das Intervall

[3,1] zu halbieren und p3(3) zu berechnen. Wir erhalten p3(2) = ¢&; > 0 und miissen damit das

Intervall [%, %] halbieren, und pg(%) zu berechnen. Mit diesem Verfahren konstruieren wir eine
Folge

1 3 5

55 Za ga ... bzw. 05, 075, 0625,

die gegen eine Nullstelle des Polynoms p3(z) in [0, 1] strebt. Sinnvollerweise programmiert man
dieses Verfahren auf einem Rechner.
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Satz 3.60. (Regeln fiir stetige Funktionen)
Sind f und g stetig im Punkt g, so sind auch

f+g, f-a f-g und g (falls g(z0) # 0)

stetig in xg.

Bemerkung 3.61.
Die Stetigkeit von f +g¢g, f —gq, f-g ergibt sich direkt aus der Stetigkeitsdefinition. Zum
Nachweis der Stetigkeit von 5 bendtigt man den folgenden Hilfssatz.

Lemma 3.62.
Ist f : D — R stetig im Punkt zo und gilt f(xg) # 0, so gibt es eine Umgebung Us(xg), mit

f(z) #0 fir allex € Us(xo) N D.

Beweis.

Man wihlt € = |f(z¢)|- Aufgrund der Stetigkeit existiert ein § > 0, so daB fiir alle z € D mit
|z — zo| < ¢ die Beziehung |f(z¢) — f(z)| < € = |f(xo)] gilt.

Aufgrund der Ungleichung |a| — [b] < ||a] — |b]| < |a — b] (auch Vierecksungleichung genannt),
gilt nun

|f(zo)| = [f(2)] < e=[f(zo)| unddamit —|[f(z)] <O bzw. [f(z)|>0,

und damit ist die Behauptung fiir Us(xg) erfiillt.
Betrachtet man nun nur Folgen (z,,) aus Us(zg), so folgt fiir z, — z¢ aufgrund der Grenzwert-

regeln £22 — [0} und damit ist £ im Punkt zo stetig. O
Satz 3.63.

Sei f : I — R eine streng monotone Funktion und I ein Intervall, dann gilt
1) die Umkehrfunktion f~1 ist stetig auf W = f(I), und
2) ist f auferdem stetig auf I, so ist W = f(I) ein Intervall.

Bemerkung 3.64.

Die 1. Behauptung erscheint auf den ersten Blick iiberraschend, denn es wird nur aus der strengen
Monotonie einer moéglicherweise nicht stetigen Funktion auf die Stetigkeit der Umkehrfunktion
geschlossen. Wenn wir als Beispiel die Funktion

firz <2
—1—% fir z > 2

(0,5 R ﬂm={

NSNS

betrachten, so ist f nicht stetig auf I = (0,5), denn mit z = 2 gibt es offenbar eine Unstetig-
keitsstelle. Die Umkehrfunktion rechnet man mit

3
27

2x firzx <1

—1.
F (01U 2 —1 firz>1

Dok =]

leicht aus und erkennt, dal f=' auf W = f(I) = (0,1] U (2, 3) stetig ist.

Satz 3.65.
Wenn f : A — B in xg stetig ist, und g : B — C in f(xg) stetig ist, dann ist die verkettete
Funktion g o f(z) = g(f(z)) : A — C stetig in xo.
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y=f(x)

3
%
2

fx) 1 )
2 5 X
Abbildung 39: Graph der unste-

tigen, streng monotonen Funktion

f(z)

y=t" (%)

1 (%)

15 3 X

Abbildung 40: Graph der stetigen
Umkehr-Funktion f!(z)

Satz 3.66.
Elementare Funktionen f: D — R sind auf jedem Intervall I C D stetig.

Wir haben den Begriff der beschrinkten Funktion eingefiihrt, und wissen, daf} fiir jede nach
oben beschrinkte Funktion f: D — R

f(z) < sup f(z),

reD

1 > i f 1

gilt. Supremum und Infimum miissen nicht angenommen werden, d.h., es muf} nicht unbedingt
ein g € D geben mit

f(zo) = inf f(z).

zeD

Z.B. ist die Funktion f : (0,00) — R, f(x) = % durch 0 nach unten beschrénkt und 0 ist auch die

—z
grofite untere Schranke. Allerdings existiert kein zg € (0,00) mit f(zg) = infyep f(x). Gibt es
wie im Falle der Betragsfunktion f(x) = |z| ein ¢, ndmlich zy = 0, so dafl f(0) = 0 = infycR |z|
gilt, so heifit f(z¢) das Minimum von f auf dem Definitionsbereich.

Definition 3.67.
Gibt es ein zg € D, so daB f(z) gleich dem Supremum von f ist, d.h., daf}

f(z) < f(zg) fiir allex € D
gilt, so heifit f(z) das Maximum von f und wird mit

max f(z) = J (ao)

bezeichnet, und zg wird eine Maximalstelle von f genannt.
Gibt es ein 29 € D, so daB8 f(z) gleich dem Infimum von f ist, d.h., da8

f(z) > f(zy) firallex € D
gilt, so heiBt f(z9) das Minimum von f und wird mit

min f (z) = f(=o)

bezeichnet, und zy wird eine Minimalstelle von f genannt.
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Definition 3.68.
Eine Menge A C R heifit abgeschlossen, wenn alle Hiufungspunkte a der Menge A auch Element
der Menge sind.

Definition 3.69.
Eine Menge A C R heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Bemerkung 3.70.
Abgeschlossene Intervalle I = [a,b] sind kompakte Mengen in R, d.h., sie sind beschrinkt und
abgeschlossen.

Satz 3.71. (WEIERSTRASS)
Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrankt und besitzt sowohl Mazimum und Minimum,
d.h., es existieren Elemente xg,x1 € [a,b] mit

f(zo) < f(z) < f(z1) fir allex € [a,b].

Beweis.

Der Beweis wird indirekt gefiihrt, also wird angenommen, dafl f nicht nach oben beschriankt ist.
Damit kann man zu jedem n € N ein z,, € [a, b] finden mit f(z,) > n. Da die entstehende Folge
(zr) aus [a, b] beschrinkt ist, besitzt sie nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS (3.47) eine
konvergente Teilfolge (2, )xcn mit einem Grenzwert . Wegen der Stetigkeit von f gilt

lim f(xnk) = f(z).

k—o0
Wegen f(zn,) > ny gilt

li =
Jim f(za,) = oo,
was ein Widerspruch zur Beschrinktheitsvoraussetzung von f ist, so dafl die Annahme falsch
war.
Es soll nun die Existenz eines Maximums fiir f gezeigt werden. Wegen der Beschrinktheit
existiert auf jeden Fall das Supremum s := sup,¢[q4 f(2). Damit gibt es zu jedem n € N einen
Wert f(z,) mit s — 2 < f(z,) < s. Die so entstehende Folge (z,) liegt in [a,b] und im Ergebnis
des Grenziibergangs ergibt sich
Jim_ f(zy) = s. (66)

(zn) besitzt aufgrund der Beschrénktheit eine konvergente Teilfolge (z,,) mit einem Grenzwert
z, und wegen der Stetigkeit von f gilt

lim f(z,,) = f(z). (67)

k—00

Aus den Beziehungen (66) und (67) folgt
f(j) =3

d.h., z ist eine Maximalstelle und s das Maximum von f.
Der Nachweis der Beschréinktheit nach unten und der Existenz eines Minimums erfolgt vollig
analog. O
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Bemerkung 3.72.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dal der obigen Satz nur fiir abgeschlossene Intervalle
und nicht fiir offene Intervalle (a, b) gilt!

Der Satz 3.71 ist die Grundlage fiir die Behandlung von Extremalproblemen, bei denen nach
Maximum oder Minimum gesucht wird. Desweiteren spielt er eine wichtige Rolle bei verschie-
denen Beweisen der Infinitesimalrechnung.

Wenn wir uns nun an unsere gewiinschte optimale Sitzposition im Theater erinnern, stellen wir
fest, daB die Funktion f : [0,8a] — R,

)

) — arctan(

a = arctan(
a—x a—x

a) eine elementare und damit stetige Funktion ist (fiir z — 8a definieren wir @ = 0), und

b) da auf einem kompakten Intervall definiert, beschrinkt ist und Maximum und Minimum
annimmt.

Das Minimum wird offensichtlich bei £ = 8a mit @ = 0 angenommen. Das Maximum kénnen
wir zwar mit den bisherigen Mitteln noch nicht berechnen, wir wissen aber aufgrund des Satzes
3.71 um dessen Existenz.

3.6 Gleichmiflige Stetigkeit”

Bei der Stetigkeit von Funktionen f : D — R auf A C D ging es darum, daf} zu jedem zy € A
und zu jedem € > 0 ein § > 0 mit der Eigenschaft

|z —zo| <INz € A= |f(z) — f(z0)| <€ (68)

zu finden war, wobei fiir unterschiedliche 2y € A und € auch unterschiedliche § zulissig waren.
Man kann das auch durch die Schreibweise §(z, €) unterstreichen. Bei vielen Funktionen gelingt
es allerdings fiir alle £ € A zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein von x unabhéingiges § mit der
Eigenschaft (68) zu finden. Diese Eigenschaft geht iiber die blole Stetigkeit hinaus und spielt bei
Beweisen der Infinitesimalrechnung eine Rolle (z.B. beim Nachweis der Integrierbarkeit stetiger
Funktionen).

Bemerkung 3.783.

Bei der Funktion f : (0,1] = R, f(z) = 1 gelingt die von z € (0, 1] unabhingige Wahl eines &
fiir ein vorgegebenes € > 0 nicht.

Bei der eingangs diskutierten Funktion § = 6(f2) (Hyperthermieregler) gelang es dagegen, ein
von € [100,200] unabhéngiges § fiir ein vorgegebenes € > 0 zu finden.

Definition 3.74. (gleichmifiige Stetigkeit)
Eine Funktion f : D — R heifit auf A C D gleichmifig stetig, wenn gilt:

Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so daf}
fiir alle 29, 1 € A mit |zg — z1| < J stets

|f(@o) = fz1)] <€

gilt.
f heifit gleichmiBig stetig, wenn f auf dem gesamten Definitionsbereich D gleichmifBig stetig
ist.
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Der Fakt, daf8 die obige Temperatur-Widerstands-Funktion 6(2) auf [100, 200] gleichméBig stetig
ist, ist kein Zufall, denn es gilt der folgende Satz.

Satz 3.75.
Auf kompakten Mengen sind stetige Funktionen gleichmdflig stetig.

Bemerkung 3.76.

Wenn, wie es oft der Fall ist, der Definitionsbereich einer Funktion ein abgeschlossenes Intervall
[a, b] ist, ist die gleichméBige Stetigkeit bei elementaren, also stetigen Funktionen gesichert.
Offene Intervalle als Definitionsbereiche und Polstellen von Funktionen erfordern in jedem Fall
ein Uberpriifung auf gleichmiBige Stetigkeit.

3.7 Differenzierbarkeit von Funktionen

Ein entscheidendes Motiv zur Behandlung der Differenzierbarkeit von Funktionen ist die Be-
stimmung von Tangenten an Funktionsgraphen. Aus der Abbildung 41 wird ersichtlich, dal an
einer Maximalstelle zy der Anstieg der Tangente im Punkt (z¢, f(zo)) gleich Null ist. Zur Be-
stimmung des Anstiegs der Tangente betrachten wir die folgende Definition.

1Y)

% x o X X X
Abbildung 41: Tangente am Funkti- Abbildung 42: Sekante und Differen-
onsmaximum zenquotient, Tangente

Definition 3.77.
Sei f : I — R eine Funktion und I ein Intervall. Als Differenzenquotien von f beziigl. zweier
Punkte z und zy aus I bezeichnet man den Ausdruck

Ay flz) - f(=o)

Definition 3.78.
Sei f: I — R eine Funktion und I ein Intervall oder eine Vereinigung von Intervallen. f heifit
differenzierbar im Punkt zy € I, wenn der Grenzwert

lim 1@) = f(@0) baw. li 1 @0+ Az) — f(zo)
T=To T — X Az—0 Az

(70)

existiert. Der Grenzwert wird mit f’(zg) (oder %(mo), 2—5\ z—1,) bezeichnet und Ableitung oder
Differentialquotient von f in xy genannt.



3 ANALYSIS 137

Bemerkung 3.79.

Geometrisch bedeutet der Differenzenquotient (69) die Steigung der Sekante an f in z und z
(s.auch Abb. 41).

Der Grenziibergang x — z( fiir den Differenzenquotienten bedeutet, dafl £ immer niher an xzg
heranriickt, so daf} sich die Sekante an f der Tangente im Punkt (z¢, f(z¢)) ndhert und beim
Grenziibergang schliefllich erreicht.

Die Tangente kann man mit Hilfe der Ableitung f'(zg) durch die Gleichung

t(z) = f(wo) + f'(x0)(z — zo) (71)

Durch (71) ist die Tangente ¢t an f in z( definiert. Die Tangente existiert genau dann, wenn
f in zg differenzierbar ist. Die Ableitung f'(z) ist gerade der Anstieg der Tangente, bzw. der
Tangens des Winkels «, den die Tangente an f in zo mit der z—Achse bildet.

t(x) Tangente

ﬂante

f(0-f(x )

Abbildung 43: Sekante und Tangente an f in xg

Beispiel:
Es soll die Ableitung der Funktion f(z) = 23 an der Stelle 7y berechnet werden. Fiir den
Differenzenquotienten erhilt man

(zo+ Az)® — 2§ =z} + 3ziAz + 3z0Az® + Az® — 2}

Ax Ax
Damit ergibt sich fiir die Ableitung

322 Az + 3roAz? + Azl .
"(wo) = li 0 =1 o Az + Az?) = 33,
(o) Aim Ag Aalcgo(&%o + 3z0Az + Az”) = 3xp
An Randpunkten von Intervallen I = [a,b] kann man nur rechts- bzw. linksseitige Grenzwerte
betrachten. Wir definieren deshalb die einseitige Differenzierbarkeit.

Definition 3.80.
Ist Ay = g + Az und existiert

Ay

i Ay
1m
Az—04+0 Az

bzw. lim —=
Az—0-0 Az’

dann heifit die Funktion f : D — R im Punkt z( rechts- bzw. linksseitig differenzierbar.

Bemerkung 3.81.
Die Funktion f : I — R ist im Punkt z( differenzierbar, wenn rechts- und linksseitiger Grenzwert

des Differenzenquotienten 2—}; existieren und gleich sind.
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Definition 3.82. (Differenzierbarkeit auf I C D)

Die Funktion f : D — R heifit auf dem Intervall I C D differenzierbar, wenn f in jedem inneren
Punkt von I differenzierbar ist, und in jedem zu I gehérigem Randpunkt einseitig differenzierbar
ist.

Satz 3.83. (Differenzierbarkeit =—> Stetigkeit)
Ist eine Funktion f: D — R an einem Punkt xo differenzierbar, so ist sie an der Stelle xo auch
stetig.

Beweis.
Gilt z, — xg, T, # xg, so konvergiert der Differenzenquotient Lx(()zo) gegen f'(zg) wegen
der Differenzierbarkeit von f. Damit gilt

f(zn) — f (o)

In — I

f(zn) = fzo0) = (zn — o) = f'(z0)-0=10

fiir n — oo, also f(z,) — f(zo). Damit ist die Stetigkeit im Punkt z( gezeigt. O

3.7.1 Differentiationsregeln

Satz 3.84.
Seien f und g differenzierbare Funktionen. Die Ableitung von einer Funktion f wird durch f'
bezeichnet.

1) Ableitung von Summe, Produkt und Quotient

(f+9'=/+4g
1) =cf' (c ist eine reelle Konstante)

(c-
(f9)' = f'g+ fg' (Produktregel)
( ) fg fg (Quotzentenregel)

2) Kettenregel verketteter Funktionen
(fog(@)) = (Fg(=)) = f'(9()) - ¢' (=)

3) Ableitung der Umkehrfunktion
Ist y = f(z) bijektiv und differenzierbar mit f'(x) # 0, dann gilt

4) Ableitung der elementaren Grundfunktionen
(=) =vz
(sinz) =
(cosz) =

(ew)l — e:c

(a*) =a*Ina (a>0)

(Inz) =1 (J: >0)

( (a>0)

loga LL‘), -

xlna

Bemerkung 3.85.

Die eben notierten Regeln sind eigentlich ausreichend, um die normalerweise zu berechnenden
Ableitungen von Funktionen zu berechnen. Die Regeln unter Punkt 1) sind leicht nachzurechnen.
Deshalb sollen im Folgenden einige der anderen Regeln besprochen und bewiesen werden.
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a)

Ableitung der Sinus-Funktion
Es ist der Grenzwert des Differenzenquotienten
Ay sin(zo + Az) — sinxg
Az Az
zu untersuchen. Unter Nutzung des Additionstheorems fiir die Sinus-Funktion erh&lt man

. Ay sin zg cos Az + cos zg sin Az — sin xg
lim — = lim =

Az—0 Az Az—0 Az

lim (si cos Az — 1 + cos sin A:v)

= lim (singg————— x .
z—0 0 Az 0 Az

Aufgrund der Grenzwertsidtze und der Beriicksichtigung der Ergebnisse
in A Az —1
im ST 1 bzw. lim Lsar - 0,
Az—0 Az Az—0 Az

die oben nachgewiesen wurden, bzw. durch geometrische Betrachtungen offensichtlich sind,
erhalt man mit

Yy _

Arso Ag OB T0
die Ableitung der Sinusfunktion.

Ableitung der In- und der e-Funktion

Grundlage der Berechnung der Ableitung der In —Funktion ist die Nutzung des Grenzwer-
tes

1 ,
lim (14 =)" = lim(1+ k)% =e. 2
)" = i =e (72
bzw.
lim (1 + ha)® = e®. (73)
h—0

Durch Nutzung des binomischen Lehrsatzes lassen sich die Beziehungen (72) bzw. (73) auf
die Grenzwertbetrachtung in der Bemerkung 3.48 zuriickfithren und kann von interessierten
Studenten in der angegebenen Literatur nachgelesen werden.
Der Differenzenquotient der Logarithmusfunktion ergibt sich fiir £y > 0 und zy + Az > 0
zu

In(zo + Az) —Inzg IHEIO—M B In(1 + %—ff) B

Az Az Az

A L 1
In((1+ l)ﬁ) — Ine® = —.
Zo )

Fiir z < 0 erhiilt man mit der Kettenregel

(In|z]) = (In(-2)) = 1 (-1) = % und damit

1
(In|z|)) = = firalle z#0.
T

Die Ableitung der Funktion y = €® erhélt man mit der Regel fiir die Umkehrfunktion, mit
z = Iny ergibt sich

@) =L = G = [T =] =y =

Die Ableitung der Potenzfunktion y = z” (v € Z) berechnet man durch Nutzung des
binomischen Lehrsatzes zu y' = va?~!
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3.7.2 Logarithmisches Differenzieren

Mitunter ist es unerléfilich oder zumindest sehr zweckmiflig, eine Funktion vor dem Ableiten zu
logarithmieren.

Will man z.B. die Funktion y = z*, = > 0 differenzieren, fillt einem keine Regel ein, denn
es handelt sich weder um eine Exponential- noch um eine Potenzfunktion. Helfen tut hier das
Logarithmieren. Es ergibt sich

Iny=Inz" =zlnz,
differenziert man beide Seiten, erhélt man
/
v _ Inz + 1,
Y

und damit

y =z%(Inz + 1).

Ina

Man kann auch die Beziehung a = e¢™® nutzen, und erhélt auf diesem Wege fiir y = =%

_ elnz“” zlnz

Y= =e ’
und damit fiir die Ableitung
y =e*%(Ing 4+ 1) = 2%(Inz + 1).

Korollar 3.86. (Logarithmische Ableitung)
Ist f : I — Ry differenzierbar auf I, so gilt fir die Ableitung der logarithmierten Funktion
F(z) :=1n f(z)

(F@)) = (n f(@)) = L&) (74)

(74) heifit logarithmische Ableitung von f.

Beispiele von Ableitungsberechnungen:
1) y= e

2
y = e 6.

COST _ 6ln TeosT _ 08 T Inx

2 y==

cos w] _ iEcom(cosx

y' = e (_ging)Inz + —sinzlnz).

Definition 3.87. (mehrfache Ableitung)

Die Funktion f : D — R sei differenzierbar auf A C D und habe die Ableitung g(z) = f'(z). Ist
g : A — R differenzierbar auf B C A mit der Ableitung ¢'(z) = (f'(z))’, dann heiit f zweimal

differenzierbar und

heiflt zweite Ableitung der Funktion f.
Die entsprechende Differenzierbarkeit vorausgesetzt kann man analog die n — te Ableitung von
f durch

fP(@) = (F" (@)

rekursiv definieren. Fiir f(")(z) schreibt man auch %(m).
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3.8 Lineare Approximation und Differential

Bei komplizierten nichtlinearen Zusammenhingen, sprich Funktionen, bereiten die Nichlinea-
ritdten bei Berechnungen oft Schwierigkeiten. Jedenfalls sind die Nichtlinearitdten in der Regel
schwieriger als lineare Zusammenhéinge zu behandeln. Deshalb ist die Frage interessant, ob man
Funktionen zumindest in kleinen Umgebungen irgendeines Punktes x, des Definitionsbereiches
gut durch lineare Funktionen oder Geraden annidhern kann. Wenn wir uns an die Sinusfunktion
erinnern, dann haben wir bei der Untersuchung des Grenzwertes limg ¢ Sigx festgestellt, dafl
fiir kleine z die Funktionen f(z) = sinz und f(z) = z dquivalent sind, so dal man fiir kleine z
statt mit der nichtlinearen Funktion f(z) = sinz auch mit einer guten Niherung, also auch mit
der Funktion ¢g(z) = z arbeiten kann.

Um die obige Frage zu beantworten iiberlegen wir uns zunichst, dafl die folgende Definition
dquivalent zur weiter oben angegebenen Differenzierbarkeitsdefinition ist.

Definition 3.88.
Die Funktion f : I — R ist im Punkt z( differenzierbar, wenn es eine Zahl f’(z¢) gibt, so daf}

f(z) = f(wo) = f'(w0)(z — 20)

lim =0
T—T0 T — X
gilt, bzw. mit k(z) = f(z) — f(z0) — f'(z0)(z — z0)

TILIC)

T—To0 T — T

=0

gilt. Die Zahl f'(zy) heiit Ableitung von f in .

Bemerkung 3.89.
Mit der Definition (3.88) hat man fiir die Funktion f die Darstellung

f(@) = f(ao) + ['(20) (@ — @0) + k(2),
wobei k(z) fiir £ — x( iiberlinear gegen 0 strebt, also k(x) = o(x — xg) ist. Damit ist
9(z) = f(z0) + f'(z0)(z — 20) (75)

fiir kleines = — z( eine gute Ndherung der im allg. nichtlinearen Funktion f (g(z) = f(z)).
Fir die Sinusfunktion erhilt man fiir g = 0

g(z) =sin0 + sin’(0)(z — 0) =0+ 1(z — 0) = =,

d.h. man kann in der Nihe von zy = 0 die Sinusfunktion durch die lineare Funktion g(z) = z
anndhern. Wie gut die Ndherung ist, werden wir etwas spéter im Zusammenhang mit dem Satz
von TAYLOR erfahren.

Die eben diskutierte Methode zur Ndherung von im allg. nichtlinearen Funktionen durch Gera-
den ist in der Abbildung 44 skizziert.

3.8.1 Totales Differential

Definition 3.90. (totales Differential)
Sei f : I — R eine in z( differenzierbare Funktion.

dy := f'(wo)(z — z0) (76)
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()

f(xo

XO X X

Abbildung 44: Funktion und Tangente an f in xp

heiflt totales Differential von f bei zg.
Mit der Bezeichnung dx = Az = z —x¢ fiir den Zuwachs Az = x —z¢ wird das totale Differential
auch in der Form

dy = f'(zo)dz
geschrieben.

Bemerkung 3.91.
Das totale Differential von f an der Stelle zy ist eine Naherung von Ay := f(z) — f(zg), d.h.,
es gilt

Ay = f(z) = f(wo) #dy = f'(zmo)dx baw. f(z) = f(z0) + f'(z0)(z — o).

dy und Ay sind wegen der Differenzierbarkeit von f im Sinne der oben besprochenen dquivalenten
GroBen unendlich kleine Gréien und fiir f/'(zg) # 0 gilt Ay = dy + o(Az) bzw.

dy ~ Ay fir = — ag.

Korollar 3.92. (totales Differential der unabhingigen Variablen)
Fir den Spezialfall der Funktion f(z) = x erhdlt man fir das Differential an der Stelle xg

dy = dr =z — xy.

dx heifit totales Differential der unabhdngigen Variablen x.
Das totale Differential der unabhdngigen Variablen ist gleich ithrem Zuwachs.

Bemerkung 3.93. (Anwendungen)

1) Niaherungsweise Berechnung von Funktionswerten:
Berechnet werden soll In 3. Da kein Taschenrechner greifbar ist, betrachten wir das totale
Differential von y = f(z) = Inz an der Stelle zyp = e (weil e in der Nihe von 3 liegt und
Ine ein uns bekannter Wert ist!). Es ergibt sich

1 3
1n3zlne—|—dy:1+g(3—e):gzl.lﬂ,

da dy = f'(e)dz = 1(z — e) ist.
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2) Neue Aquivalenzbeziehungen fiir unendlich kleine GréBen:

Mit dem totalen Differential dy = e*dz der Funktion y = f(z) = e* erhilt man

Ay =e* — €™ ~ e"dx = dy,
und fiir o = 0 folgt
e —1~zx fir z—0,

und damit

e?—e? e—-1—-(e*-1) z—(-x)

sin T 2 9 9

also nicht nur sinx ~ tanz ~ z, sondern
sinz ~ tanz ~ sinhx ~ x fir =z —0.
3.8.2 Fehlerrechnung und -fortpflanzung

Aus der Beziehung Ay =~ dy ergibt sich sofort

|f(zo + Az) — f(zo)| = | f'(z0)] - |Az].

143

(77)

Mit der Beziehung (77) ist es moglich, Aussagen iiber den Fehler bei der Berechnung von f(z)

fiir eine fehlerbehaftete Grofie = zu machen.
Ist Z ein fehlerbehafteter Naherungswert von z und ¢ die Toleranz, d.h.,

|z — Z| < 6,
dann gilt fiir den maximalen absoluten Fehler des Naherungswertes f(Z)
|Ay| = |y — gl = [f(§] - |1Az] < |f'(Z)] - 6.
Diese Aussage gilt fiir kleine 6 und f'(z) # 0.

Korollar 3.94.

1) Mazimaler absoluter Fehler
= |f'(@)]9,

2) mazimaler relativer Fehler (f(Z) #0)

1 J'@)
3) mazimaler prozentualer Fehler in % (f(z) #0)

f'(&)
f(Z)

~
~

| 6 100.
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I
Abbildung 45: Hochspannungsmast und Theodolit

Beispiel:
Der Theodolit zur Winkelmessung einer Vermessungsfirma arbeitet mit einer Genauigkeit von
einem Grad (es ist ein &lteres Modell). Es soll die Hohe eines Hochspannungsmastes, der sich
in einer Entfernung von 300 m vom Standort eines 2m hohen Theodoliten befindet, bestimmt
werden.

Die Abbildung 45 skizziert die Situation. Die Anvisierung der Mastspitze ergibt einen Winkel
von 35 Grad. Fiir die Hohe des Mastes in Metern ergibt sich die Beziehung

h = 300 tan o + 2.

Fiir den maximalen absoluten Fehler errechnet man
35T e
Ah| = 300]|tan’(—)| | —| = 300 ————
AR [tan (755! 750 c0s2(0.6108)
also rund 7.8 m. Damit hat man die Hohe mit h = 300 tan(0.6108) + 2 ~ 212 Metern mit einem
max. absoluten Fehler von etwa 7.8 m bestimmt.

0.01745 =~ 7.8016,

3.9 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Die in den folgenden Sétzen formulierten Eigenschaften von differenzierbaren Funktionen sollen
u.a. zur Losung von Extremalproblemen und zur Ndherung von Funktionen durch Polynome
benutzt werden.

Satz 3.95.

Sei f: I — R auf dem Intervall I definiert und nehme in einem inneren Punkt o € I einen
absoluten Extremwert an.

Falls f'(zg) existiert, so gilt f'(xo) = 0 (Tangente an f in xo ist parallel zur z— Achse).

Beweis.
Nach Voraussetzung existiert
f,(xO) — hm f(.T) - f(xo).

T—T0 r — X0

Sei z( ein Punkt, wo f minimal wird (Beweis fiir Maximum analog), d.h., es gilt fiir alle z € T
f(x) > f(zg). Damit gilt fir z < z

f(=) = f(@o)

<0= f(zg) <0
r — X
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und fiir £ > xg

() = f(wo)

> 0= f'(x) > 0.
T — XTg

Damit folgt
fl(.’L‘()) =0.

Satz 3.96. (Satz von Rolle)
Sei f : [a,b] = R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert im Falle von f(a) = f(b)
mindestens ein xy € (a,b) mit

f'(z0) = 0.

Beweis.

Nach Satz 3.71 besitzt f als auf [a,b] stetige Funktion Maximum M und Minimum m. Ist
m = M so folgt f'(z) = 0. Ist m < M so wird mindestens einer dieser Werte im Inneren von
(a,b) angenommen (beide kénnen nicht auf den Randpunkten wegen f(a) = f(b) angenommen
werden), und damit folgt nach Satz 3.95 die Behauptung. O

Satz 3.97. (Mittelwertsatz)
Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert mindestens ein zqy € (a,b)
mit

Beweis.
Mit

g(x) = f(z) — fla) = (z —a) —F———

wird eine Hilfsfunktion eingefiihrt, fiir die

gla) =g(b) =0

gilt. g erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 3.96 und damit existiert ein z¢ € (a,b) mit g’'(zg) =
0. Da man durch Differentiation

b) — f(a
g (ao) = f/an) ~ 0T
feststellt, ergibt sich mit
1 _ f b) — f (a)
die Behauptung des Satzes. O

Satz 3.98. (verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Seien die reellwertigen Funktionen f und h auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wei-
terhin gelte auf (a,b) iberall h'(z) # 0. Dann ezistiert ein Punkt zo € (a,b) mit

F'(@o) _ f(b) - f(a)
W(zo) ~ h(b) — ha)’
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Beweis.
Mit der Einfiihrung der Hilfsfunktion

9(z) == f(z) - f(a) — (h(z) - h(a))%,

fir die g(a) = g(b) = 0 gilt, ergibt sich die Behauptung ebenso wie beim Beweis des Satzes 3.97
aus dem Satz von Rolle. O

Bemerkung 3.99.
1) Aus dem Satz 3.97 folgt Satz von Rolle 3.96.
2) Aus dem Satz 3.98 folgt der Satz 3.97.

a x

Abbildung 46: Funktion g fillt ab £ = a schneller als f

3) Der Satz 3.98 kann beim dem Nachweis von Ungleichungen hilfreich sein. Haben z.B. zwei
monoton fallende Funktionen f(z) und g(z) einen Schnittpunkt bei z = a, und gilt fir z > a

die Beziehung I I(Ii < 1 (g fallt ab z = a schneller als f) und ist ¢'(z) # 0 fiir alle z > a, so

g'(z
folgt aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

f(z) = fl@) _ f(§)
g(x) —gla)  ¢'(¢)

Das Vorzeichen in der Ungleichung kehrt sich um, da mit g(z) — g(a) < 0 multipliziert wird!

<1 bzw. f(z)— f(a)>g(z)—gla) bzw. f[f(z)> g(x).

Satz 3.100. (Regeln von BERNOULLI-L’HOSPITAL I)
Sind f: I = R, g:1— R differenzierbar in xo aus dem Intervall I und gilt

f(@o) = g(z0) =0,
sowie ¢'(zg) # 0 und g(z) # 0 fiir alle x # xg, x € 1, s0 gilt
f(=) _ f'(=0)

im = .
220 g(z)  g'(mo)

zF#z(

Beweis.
Sei x # xy, x € I, dann gilt
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Satz 3.101. (Regeln von BERNOULLI-L’HOSPITAL II)
Sind f: 1 — R, g:I— R differenzierbar in zo auf dem Intervall I = (a,b) und gilt

f(z0) = g(z0) =0
oder
f(zo) = o0 und g(zg) = +oo,

sowie g'(z) # 0 fir x € (a,b), x # g, so gilt

!
lim@:limf(m) (a <z < b, z# x9),
e=0 g(z)  @=wo g'(x)
sofern der Grenzwert limy_, :;:gg existiert oder too ist (hierbei ist auch a = —oo oder b = oo

zugelassen,).
Firz —-a+0 bzw. 2 —-b—0, (a <z <b) gilt die entsprechende Aussage.

Bemerkung 3.102.

1) Der Beweis des Satzes 3.101 verlduft analog zum Beweis des Satzes 3.100.

2) Liefert lim £, wieder eine Unbestimmtheit der Art % oder 22, kann der Satz 3.101 erneut
angewendet werden bis im positiven Fall keine Unbestimmtheit mehr auftritt oder im negativen

Fall der Grenzwert nicht existiert.

Beispiele der Anwendung der BERNOULLI-L’HOSPITALschen Regeln:

1) Seien a und b beliebige positive reelle Zahlen. Man findet
az az azx L
lim < = lim —o0, wnd  lim = = lim (£-)° = 0.
00 I z—oo 1 T—00 I 00 I

ae

Daraus folgt, daf jede Exponentialfunktion e®* (a > 0) schneller gegen oo strebt als jede
Potenz von x. Daraus folgt sofort

lim p(z)e ** =0

T—00

fiir jedes reelle Polynom p.
2) Seien a und b beliebige positive reelle Zahlen. Man errechnet

. Inz ) 1/z . 1
T T b T b

Inz

Wegen log, z = % (a > 0) folgt ebenso

lim log,

z00 b

=0,
d.h., jeder Logarithmus log,  geht langsamer gegen oo als jede Potenz von z.
3) a,b>0,

. . Inz . 1/x . T
hm:vblnx:hm—b:hm /b T
z—0 z—0 1~ z—0 —bx 0~ z—0

Daraus folgt
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4)
tanz — . ﬁ— . 2sinz
lim ——— = lim :hmﬁzl
z—0 r — SIinx z—0 1 —cosz z—0 coS® T - SInx
5)
. 1—coszx . sinzx
lim ——— = lim =0.
z—0 T z—0 1
6)
. 1—coszx . sinzx . COST 1
lim ——— = lim = lim = —,
x—0 T z—0 2z z—0 2 2

Definition 3.103. (Stetige Differenzierbarkeit)

Eine Funktion f : D — R heiBt stetig differenzierbar auf I C D, wenn sie differenzierbar ist und
die Ableitung f'(z) eine stetige Funktion auf I ist.

3.10 TAvLoRsche Formel und der Satz von TAYLOR

Im Zusammenhang mit dem HORNERschen Schema habe wir erfahren, dafl man ein Polynom,
z.B.

p3(z) = 47 — 13z — 922 + 243
nach Potenzen von z — 2 durch das Einsetzen von z = 2 + (z — 2) mit dem Ergebnis
p3(z) =1—25(z —2) +3(z — 2)? +2(z — 2)3
neu ordnen kann. Es gilt der folgende

Satz 3.104.
Jedes Polynom py(z) lafit sich fiir beliebige xy € R in der Form

pn(z) = ao+ai(z —zo) + -+ an(z — z0)" = Zak(x — z0)*

k=0
darstellen und es gilt
(k)
P (o)
ap = “ Ll . (78)
Beweis.
Die Beziehung (78) ergibt sich direkt aus der Berechnung von p,(lk) (z) an der Stelle zy. O
Wenn f: D — R eine n—mal differenzierbare Funktion ist und wenn man 7}, (z) durch
n
&) (0
) =3 )’ (79)
=0

erklirt, so ergibt sich
T (o) = f*) (o), firk=0,1,...,n.

Damit ist 7, (x) ein Polynom n—ten Grades, das mit der Funktion f im Funktionswert und in
allen Ableitungen bis zur n—ten Ordnung an der Stelle z = z( tibereinstimmt.
Das Polynom 7}, (x) ist das einzige Polynom n—ten Grades mit den eben notierten Eigenschaften.
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Definition 3.105. (TAYLOR-Polynom)

Tn(z) heiBt TAYLORsches Polynom n—ten Grades fiir die reellwertige Funktion f. zo heifit
Entwicklungsstelle.

Die Bildkurven von y = T, (z) heilen Schmiegparabeln.

Bemerkung 3.106.
Die Giite der Niherung

in der Umgebung von xy wéchst im allg. mit steigendem n.
Die Beziehung

f'(z0)

(7= 20) = f(z0) + f'(z0)(w — o)

f(z) = Ti(z) = f(z0) +

entspricht genau der Beziehung
Ay = dy.

Der Fehler bei der Ndherungsbeziehung f(z) ~ Ty, (x) ergibt sich zu

und R, hingt von f und z( ab.

Satz 3.107. (Satz von TAYLOR)
Die Funktion f : I — R sei auf einer Umgebung der Entwicklungsstelle xoy (n + 1)—mal stetig
differenzierbar. Dann gibt es fir Ry (z) aus der Beziehung

norR) (g
@) =S L0 gkt R (50)

k!
k=0

mindestens eine Zahl & zwischen x und xy derart, daf

(n+1)
Fa(e) = L& o —agpp(@ — gri (81)
n!'p
firp €{1,2,...,n+ 1} gilt. (80) heifit TAYLORsche Formel mit dem Restglied R, (z) in der
SCHLOMILCH-Form (81).

Beweis. *

Es sei p € {1,2,...,n + 1} beliebig, aber fest gewéhlt. Falls z = z¢ gilt, ist R,(zo) = 0 und
f(z) = f(zo) und der Satz gilt.
Sei nun z # zg, ¢ € I. Es wird nun ein ¢; € R bestimmt, so daf}

f'(z0) FARIED)

1! n!

f(z) = f(zo) + (x —zo)' + -+ ( — z0)" + cz(z — 20)? (82)
gilt. Nun ersetzt man in (82) z¢ durch eine Variable z, wobei z und ¢, festgehalten werden, und

definiert die Funktion

(x —2)" + cz(z — 2)P (83)
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auf I. Es gilt offenbar F(z) = f(z) und F(z¢) = f(z), also F(z) = F(xy). Nach dem Satz von
Rolle existiert ein ¢ zwischen z und zg mit

(&) =0,
Dabei hat F'(z) fiir beliebige z € I den Wert

(n+1)(,
o= T o e,

den man aus (83) errechnet. Fiir z = ¢ wird der Ausdruck gleich Null und fiir ¢, ergibt sich

D)

Cx '
nlp

(o~ 2.

Setzt man diesen Ausdruck in (82) ein, ergibt sich mit

FE)

Rp(z) = nlp

(& — zo)P(z — " F7P (84)

die Restgliedformel von SCHLOMILCH, die fiir p = n + 1 in die LAGRANGE-Form

FO ) (g + 0(z — x0))

Bn() = (n+1)!

(z —zo)"T, (0<6<1) (85)

iibergeht (0 = iiig), und fiir p = 1 in die CAUCHY-Form

_ [0 (o + 6(x — w0))

R, (z) " (z—z0)(z-8&", (0<O<1) (86)
iibergeht (0 = f;:—ig) O

Bemerkung 3.108.

1) |Ry| gibt den Fehler bei der Approximation von f(z) durch 7, (z) an. Sehr wiinschenwert
ist die Angabe einer oberen Schranke fiir |R,|, die nicht von 6 bzw. £ abhingt.

2) Bei Restgliedabschitzungen wird in aller Regel die LAGRANGE-Form vo R, benutzt, da
sie sich zum einen recht einfach merken 148t und andererseits am ”griffigsten” ist.

3) Der wichtige Spezialfall der TAYLORsche Formel (80) fiir zo = 0

n k)
f@) =3 fT!(O)xk + Ru(a) (87)
k=0

mit dem Restglied in der LAGRANGE-Form

(n+1)
f (015) xn—}-l

Rn(x) = (n+1)!

heiit MCLAURINsche Formel.
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4) McrLAURINsche Formel fiir die Funktion y = f(z) = cosz, x € R

&)y _ J (F1)Vcosz,  fallsk =2v _ ™
) () — T™_J0 falls k& ungerade
70 COS(kQ) { (—1)¥, falls k gerade und k = 2v ’

fiir das TAYLOR-Polynom ergibt sich

n 2v 2 4 2n
x ¢z x
T, = -1) =1——=4+— -1)"
n(@) ;( @ o T T G
und damit
n .’E2U
coszT = Vz:_o(—l) @)1 + Ron(z),
wobei Rop(z), 3.0 fir alle z € R gilt.

5) McLAURINsche Formel fiir die Funktion y = f(z) =sinz, z € R
®(z) = sin(z + k),
F®(0) = sin(k3),

k=20 = f®0)=0, k=2+1= F&(0)=(-1),

fiir das TAYLOR-Polynom ergibt sich

n 2v+1 3 5 2n+1
X x x x
T = —]_ v_— = _ — —_— — i —1\"
n() g( YT Tt w MR Y
und damit
n 2v+1
. , T
sinz = ;:0(—1) [rSI Rony1(z),

wobei Rop41(1), 25,0 fiir alle z € R gilt.

n—oo

6) Die Glieder des Polynoms fiir die Cosinus-Funktion ergeben sich durch gliedweises Diffe-
renzieren der Glieder des Polynoms fiir sinz.

7) McLAURINsche Formel fiir die Funktion y = f(z) = €®

fB)=e®,  fB0) =1,
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und damit ergibt sich

:vk T x2 x3 z™

Fiir das Restglied R, (z) findet man die Abschéitzung

ef
|Ra(2)| = \%{1 il ‘w(‘,m.lﬂvln+1
S (n—|—1'| z[** < (rf+1)!|“l“|n+1

und damit einen von 6 unabhingigen Ausdruck, der fiir n — oo fiir jedes fixierte x gegen
Null konvergiert,
denn man findet immer eine natiirliche Zahl p mit p — 1 < |z| und p > |z|, so daB

nl _1:2..p-1)p..n _ (p—1)! e

= . n—(p—1) —
I I N R o PR I )

n—oo 9

||
und damit konvergiert der Ausdruck l=® | fiir n — oo gegen Null.

8) McLAURINsche Formel fiir f(z) = (14 z)” mit n € N
Nach dem Errechnen der Ableitungen f*)(z) erhilt man

f(k)(()) n(n—l)(n—2)...(n—k+1):(n
k! k!

AN

Weiterhin ist f(**1)(z) = 0, so daB R, (z) = 0 fiir das Restglied der TAYLOR-Formel gilt.
Die TAYLOR-Entwicklung um 0 lautet dann

n

(1+x)"=2(z>xk, n €N,

k=0
und ist nichts anderes als die aus der Schule bekannte binomische Formel.

9) McrAURINsche Formel fiir f(z) = (1+z)* mit a € R, |z]| < 1
Fiir die Ableitungen f*)(z) erhilt man

B z)=ala—1D(a=2)...(a —k+1)(1 +z)**~

Analog zum bekannten Binomialkoeffizienten definieren wir ( @ ) fiir reelles «

k

(a>:: ala—1)(a—2)...(a—k+1)

. a)
b X , furk e N, und(0>.—

Damit ergibt sich 2% — ( , ) und somit die TAYLOR-Entwicklung

n

f@)=ror =3 ()t + Ralo)

k=0

mit
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7.B. erhilt man fiir o = %, also die Wurzelfunktion, die Niherung

.T2

X
2 8’

(1+2) =vVitzr1l+

und fiir das vernachlissigte Restglied Ry(z) errechnet man

1 3 3 1
R =1 2 )1—2 <o L e <
(1+6z)2 16 128

[JVEN)
N | =

10) Aus den TAYLORschen Formeln ergeben sich im Falle des Grenziibergangs z.B. die Aqui-
valenzbeziehunsgen fiir die unendlich kleinen Gréfen

3 x
Sln.’L'—CCN—F,
2
x
cost —1~—%,
ef —1~uzx,

2
X xz
6—1—$N7,

Vitz—1~73.

3.11 Extremalprobleme

Mit dem Satz von TAYLOR ist es moglich, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Ex-
tremwerte und Wendepunkte von Funktionen zu formulieren.

Definition 3.109.

Die Funktion f : I — R besitzt im Intervall I in z( ein lokales Maximum (Minimum), wenn es
eine e—Umgebung Uc(x) gibt, in der f(z() groBter (kleinster) Funktionswert ist, d.h. im Falle
des Maximums

f(zo) > f(z) fir allex € I NU(zp)

gilt. zy heifit eine lokale Maximalstelle (Minimalstelle), und die Zahl f(z() heifit lokales Ma-
ximum (Minimum). Gilt sogar f(zg) > f(z) (f(zo) < f(z)), so heifit zy echte Maximalstelle
(Minimalstelle) und f(z) echtes Maximum (Minimum).

Satz 3.110. (notwendige Bedingung - LEIBNIZ)
Fiir jede lokale Extremalstelle zy einer auf I differenzierbaren Funktion f : 1 — R gilt

a) f'(zo) =0

oder
b) xy ist Randpunkt von I.

Beweis.
Sei zy lokale Maximalstelle und zy kein Randpunkt, dann gibt es eine Umgebung U (zg) C I
mit f(z9) — f(z) > 0 fiir alle z € Uc(z0) und damit

f'(zo) = lim MZOundf’(xo): fim (@) — f(z)

z—x0—0 To— X z—10+0 o — X

<0

und damit f’(z) = 0. Der Beweis fiir Minimalstellen verlduft analog. O
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Satz 3.111. (hinreichende Bedingung)
Sei f : D — R auf einer Umgebung von xg 2—mal stetig differenzierbar. Wenn fir f an der
Stelle xg

f(xo) =0 und f"(zo) >0

gilt, dann hat f an der Stelle xy ein relatives Minimum.

Gilt
fl(xo) =0 wund f"(x0) <0,
dann hat f an der Stelle xgy ein relatives Mazimum. Gilt
f'(wo) = f"(z0) =0 und fP(z0) #0,
dann liegt mit dem Punkt x¢ ein Wendepunkt vor.

Beweis.
Wir betrachten das TAYLOR-Polynom 77 (z) der Funktion f an der Stelle zyo. Wegen der Vor-
aussetzung erhalten wir

f(z) =T1(z) + Ri(z) = f(zo) + Ri(z) bzw.

) = flan) = TG o e

(xz —z0)? ist fiir z # zo immer positiv. Ist f”(zg) > 0, dann gilt dies wegen der Stetigkeit von f”

B f(2)(w0+26!7(z—;c0))

auch in einer Umgebung Uc(z¢) von zo, so da > 0 fiir z aus Us(zo) und damit

auch

f(z) > f(xo)

in der Umgebung gilt. D.h., f nimmt in x = z( ein echtes relatives Minimum an.

Der Nachweis fiir die Annahme eines relativen Maximums im Falle f”(zg) < 0 erfolgt véllig
analog.

Ist f'(z0) = f"(z0) =0 und f®)(z) # 0, dann wechselt (z—x¢)? beim Passieren des Punktes
xo das Vorzeichen, so dafl aus der Gleichung

_ [0+ 6(z — m0))

f(z) = f(zo) = 3 (x — x0)°
folgt, dafl die Funktion bei z = z( ihre dort angelegte Tangente y = f(z¢) = const. schneidet,
also £ = z¢ ein Wendepunkt ist. O

Bemerkung 3.112.
Der Satz 3.111 148t sich wie folgt verallgemeinern.

Wenn f : D — R auf einer Umgebung von xy n—mal stetig differenzierbar ist und

f(mo) = f"(wo) =+ = f™ D(w) =0 und f(zg) #0

gilt, sowie n eine gerade Zahl ist, dann hat f an der Stelle zq ein relatives Extremum, und zwar
im Falle f(™)(z() > 0 ein relatives Minimum, und im Fall f{")(zy) < 0 ein relatives Maximum.
Ist n eine ungerade Zahl, so liegt im Punkt zy ein Wendepunkt vor.

Diese Verallgemeinerung wird analog zum Satz 3.111 bewiesen und ist eine gute Ubung fiir die
interessierten Studenten.
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Beispiel:

Mit den Sétzen 3.110 und 3.111 k6nnen wir nun unsere optimale Sitzplatzposition im Theater
bestimmen. Die Voraussetzungen der Sitze sind erfiillt (Stetigkeit und Differenzierbarkeit), da
es sich bei @ = f(r) um eine elementare Funktion handelt. Zuerst miissen wir alle Punkten
bestimmen, die die notwendige Bedingung f'(x) = 0 erfiillen. Unsere Funktion lauetete

a
= = arct — arct ,
a= f(z) =arc an(Sa—:z;) arc an(Sa—x)
und fiir die Ableitung erhalten wir
PO = o e e
@) I+ (sffiﬁ Boma) 1 (8aa—2$)2 (Baa)”

3a 4 a
(8a—z)2+9a2 (8a—z)2+a%"
Die Auswertung der notwendigen Bedingung bedeutet

3a B a
(8a —z)2+9a?> (8a —xz)? + a?

=0 bzw.

3(8a — )% +3a? = (8a — 7)2 +9a? <= 2(8a — )2 —6a®> =0
— 222 — 32azx + 122a° = 0.

Die Losung der quadratischen Gleichung ergibt sich zu
12 = 8a *+ \/?_)a,

und da unsere Funktion den Definitionsbereich [0,8a] hatte, ist z = (8 — v/3)a der einzige
Kandidat fiir eine Extremalstelle.
Fiir die zweite Ableitung erhilt man

6a(8a — ) 2a(8a — )

7"®) = (Ba—2)? 797 ~ [Ba—a) + P

und damit fiir f”((8 — v/3)a)
6av/3a 2av/3a B 63 _ 23 _ V3

B2 19022 Bal+aP 14 16 - 12 <%

f"((8 = V/3)a)

Aus Satz 3.111 ergibt sich, daf die Funktion an der Stelle z = (8 — v/3)a ein lokales Maximum
annimmt. Da es keine weiteren Punkte in [0,8a] gibt, die die notwendige Bedingung fiir ein
lokales Extremum erfiillen, und die Funktionswerte in den Randpunkten £ = 0 und = = 8a
kleiner als der Funktionswert o = f((8 — v/3)a) = % sind.

Bemerkung 3.113.

In der Praxis ist es nicht immer nétig, die hinreichenden Bedingungen auszuwerten, denn oft,
aber nicht immer, gibt es zusétzliche Informationen iiber das Funktionsverhalten und speziell
den Funktionsverlauf, so dafl es vielfach nur darauf ankommt, die Extremalstellen durch die
Losung der Gleichung f'(z) = 0 zu ermitteln.
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3.12 BANAcHscher Fixpunktsatz und NEwTON-Verfahren zur Losung nichtli-
nearer Gleichungen

In den vergangenen Kapiteln mufiten wir oft Gleichungen der Art

flz) =0

16sen, wobei f : D — R eine nichtlineare, reellwertige Funktion war. Sowohl bei der Berechnung
von Eigenwerten als Nullstellen von charakteristischen Polynomen oder der Auswertung von
notwendigen Bedingungen fiir Extremalprobleme konnten wir die Gleichungen nur 16sen, weil
wir Gliick hatten bzw. weil die Beispiele geschickt gew&dhlt wurden. In der Regel ist es nicht
moglich, die Lésungen in Form von geschlossenen analytischen Ausdriicken exakt auszurechnen.
In den meisten Féllen ist es allerdings méglich, Losungen als Grenzwerte von Iterationsfolgen
numerisch zu berechnen. Ein ganz einfaches oder auch recht kompliziertes Problem ist die Be-
rechnung des Funktionswertes der Exponentialfunktion y = 2¢ fiir eine nichtrationale Potenz a.
Zur guten niherungsweisen Berechnung ist eine Iteration erforderlich.

Zum Beginn des Abschnittes ”Grenzwerte und Stetigkeit” haben wir mit dem Intervallhalbie-
rungsverfahren schon ein einfaches iteratives Verfahren zur Losung einer Gleichung behandelt.
Es ist an dieser Stelle nicht mdglich, die numerische Losung nichtlinearer Gleichungen umfas-
send zu behandelt, aber auf die Grundlage der meisten iterativen Verfahren, den BANACHschen
Fixpunktsatz, soll nicht verzichtet werden.

3.12.1 BANAcHscher Fixpunktsatz

Definition 3.114.
Sei f : I — I eine Funktion, die das reelle Intervall I in sich abbildet. Jede Losung z der
Gleichung

z = f(z) (88)
heifit Fixpunkt von f. Die Gleichung (88) wird Fixpunktgleichung genannt.

Bemerkung 3.115.
1) Geometrisch bedeutet ein Fixpunkt Z gerade die z-Koordinate eines Schnittpunktes der Ge-
raden y = z mit dem Graphen der Funktion y = f(z).

| |
a X b X

Abbildung 47: Fixpunkt von f

2) Jede Gleichung g(z) = 0 kann man durch Einfithrung von f(z) := g(z) + z als Fixpunktglei-
chung

z = f(x)
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aufschreiben.
3) Wenn man keinerlei Vorstellung von der Losung der Gleichung (88) hat, findet man mitunter
mit der Folge

("En)a zo € 1, Tn+1 = f(wn)a n €N (89)

eine Folge, die, wenn sie konvergiert, im Falle einer stetigen Funktion gegen einen Fixpunkt von
f konvergiert.

Im folgenden Satz wird eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Iterationsfolge (zy,)
formuliert.

Satz 3.116. (BANACHscher Fizpunktsatz in R) Sei f : I — I eine reellwertige Funktion, die ein
abgeschlossenes Interval I in sich abbildet. Weiterhin gelte fiir alle x1,xo € I die Ungleichung

[ (@1) = fx2)| < Klz1 — 22 (90)

mit einer von x1,x2 unabhdngigen Konstanten K < 1.
Dann hat f genau einen Fizpunkt T € I und die durch z,11 = f(x,) definierte Iterationsfolge
(zn) konvergiert fir jeden beliebigen Anfangspunkt xo € I gegen diesen Fixpunkt.

Beweis.
Fiir die Iterationsfolge (x,) gilt aufgrund der Voraussetzungen

|Znt1 — Zn| = |f(zn) — f(zn-1)| < K|zp, — 2H—1|, furallen=1,2,3,...
also folgt auch

|Zni1 — Zn| < K|z — 21| < K}|Zp_1 — Tp_o| < -+ < K™z — 20| bazw.

|Zp i1 — 2| < K"y — 29| fiir allen =0,1,2,3, ...

Fiir n < m folgt damit

[Zn = 2m| = [(@n — Tn41) + (Tng1 — Tns2) + (Tngz — Tnis) + 00+ (Tm-1 — T
< ‘l'n - $n+1| + |In—|—1 - In—|—2| + |37n+2 - 37n+3| + 4+ ‘l'm—l - $m|
< K"z1 — zo| + K" Yz1 — 20| + K™ 2|21 — 20| + - + K™ |11 — 30|
< K'1+ K+ K?+ -+ K™ Y|z — z0]

K™ 1_1157;;:”‘371 — .’170| < Knﬁklﬁ —.’170‘,

also

n

K
1-K

|Zn, — | < |z1 — 2o, (m > n). (91)
Die rechte Seite von (91) kann beliebig klein gemacht werden, wenn n grof§ genug gewihlt wird,
da K" — 0 fiir n — o0, also gibt es auch ein ng, so daf fiir alle n > ng die rechte Seite kleiner
als ein beliebig vorgegebenes € > 0 wird. Damit gilt

|Tn, — | < €

fiir alle n > ng, und nach dem CAuCHYschen Konvergenzkriterium konvergiert (z,) gegen einen
Grenzwert Z.
Z ist ein Fixpunkt von f, denn es gilt

1z — f(2)] |Z — 2 + 20 — f(Z)]
1T — Tp| + |27 — ()]
|Z — @p| + |f(zn-1) — f(Z)]

|Z —zp| + K|zp—1—Z| > 0 fir n— oo.

IA A
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Z ist der einzige Fixpunkt, denn wir einen weiteren Fixpunkt Z annehmen, wiirde
iz —Z|=|f(z) - f(@) < K|z - Z| < |z — Z|
gelten, also |Z — Z| < |Z — Z|, was bei T # T einen Widerspruch darstellt. O

Korollar 3.117.
Aus dem BANACHschen Fizpunktsatz ergeben sich die Fehlerabschdtzungen

n

K
1-K

lzn — Z| < |z1 — o] (a priori Abschdtzung) (92)

|z, — x| < . |Zn41 — T (a posteriori Abschdtzung), (93)

- K
wobei die a priori Abschdatzung (92) sofort aus (91) folgt. Aus (92) folgt fiir n = 0 die fiir jedes
xzg € I giiltige Beziehung

1
1-K

|zg — z| < |z1 — 20|  bow. |z —Z| < |f(z) — z|

1
1-K
und damit speziell fiir x,, = x die a posteriori Abschatzung (93).
Beispiel:

Es sollen die Nullstellen des Polynoms p3(z) = 1=
Gleichung p3(z) = 0 in der Form

S+ % berechnet werden. Schreibt man die

auf, stellt man fest, da8 f : [0, 1] — [0, 1] die Voraussetzungen des Satzes (3.116) erfiillt, und man
kann einen Fixpunkt Z € [0, 1] von f und damit eine Nullstelle von p3(x) durch die Iterationsfolge
Tnt1 = f(zy), 2.B. mit g = % bis auf eine beliebige Genauigkeit berechnen. Nachfolgend ist
der Ausdruck eines kleinen Computerprogramms fiir die Iteration zu finden.

It.-Nr = 0, x= 0.5

It.-Nr = 1, =x= 0.231250003
It.-Nr = 2, zx= 0.203091621
It.-Nr = 3, x= 0.202094197
It.-Nr = 4, x= 0.202063486
It.-Nr = 5, x= 0.202062547
It.-Nr = 6, x= 0.202062517

Die restlichen beiden Nullstelle von ps(z) lassen sich nun nach Division durch z — Z = = —
0.2020625 mit der p — g—Formel quasi-exakt berechnen.

3.12.2 NEWwWTON-Verfahren

Die eben besprochene BANACHsche Fixpunktiteration hat den Vorteil der sehr einfachen Reali-
sierung, ist allerdings aufgrund der Voraussetzungen oft nicht anwendbar. Mit dem NEWTON-
Verfahren wollen wir ein Verfahren besprechen, dafl in fast allen Situationen anwendbar ist.
Allerdings héingt der Erfolg des Verfahrens ganz im Unterschied zum eben behandelten Verfah-
ren wesentlich von der Wahl einer ”guten” Startiteration ab. Dies sollte aber fiir einen fihigen
Ingenieur bzw. Ingenieurstudenten keine Hiirde sein, denn eine verniinftige mathematische Mo-
dellierung des jeweiligen Problems vorausgesetzt, hat man meistens eine Vorstellung, wo die
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Losung etwa liegen sollte. Gelost werden soll wiederum eine Gleichung f(z) = 0. Die Grundidee
des NEWTON-Verfahrens besteht in dem Anlegen von Tangenten an eine Funktion f in Punk-
ten des Definitionsbereichs von f, die man sukzesiv als Schnittpunkte der Tangenten mit der
x—Achse erhilt, und wenn alles gut geht, erreicht man auch den Schnittpunkt des Funktions-
graphen mit der x—Achse und damit eine Nullstelle. In der Abbildung 48 ist dieses iterative
Verfahren angedeutet.

Abbildung 48: NEWTON-Verfahren

Angenommen z ist als in der Nihe einer Nullstelle Z befindlich bekannt. Die Gleichung der
Tangente an f in zg ist

g9(z) = f(zo) + f'(z0)(z — o),
und fiir den Schnittpunkt von g(z) mit der z—Achse findet man

f(20)
f'(z0)
Dabei wird f'(z) # 0 im gesamten Definitionsintervall I vorausgesetzt. In vielen Féllen ist z;
eine bessere Niherungslosung als zg, d.h. liegt Z ndher. Mit dieser Erfahrung kann man durch

n

g(z1) = f(zo) + f'(zo)(z1 —29) =0 bzw. =z =30 —

(n=0,1,2,...) (94)

eine Zahlenfolge konstruieren, von der wir annehmen, daf alle Glieder in I liegen. Die NEWTON-
Folge (94) konvergiert unter bestimmten Voraussetzungen gegen eine Nullstelle z. Im folgenden
Satz werden hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz formuliert.

Satz 3.118. (NEWTON- Verfahren)
Sei f: I — R eine auf einem Intervall [xg — 7,29 + 7| definierte, dreimal stetig differenzierbare
Funktion, mit f'(x) # 0 fiir alle © € I. Weiterhin existiere eine reelle Zahl K, 0 < K < 1, mit

|%{;’;gm)‘ <K fir allex € T (95)

und
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Dann hat f genau eine Nullstelle Z in I und die NEWTON-Folge (94) konvergiert quadratisch
gegen T, d.h., es gilt

|Zn11 — Z| < C(zn — 7)? fiir allen =0,1,2, ... (97)

mit einer Konstanten C. Auferdem gilt die Fehlerabschdtzung

|f (zn)]
M

|zn, — Z| < mit0 < M < mi?\f'(m)|. (98)
Te

Bemerkung 3.119.
1) Der Beweis des Satzes 3.118 wird durch die Definition der Hilfsfunktion

@
M= i)

auf den BANACHschen Fixpunktsatz und den Nachweis der Existenz eines Fixpunktes von g als
Grenzwert der Iterationsfolge z,,1 = g(zy) zuriickgefiihrt.

2) Der Satzes 3.118 besagt, dal das NEWTON-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle als
Grenzwert einer NEWTON-Folge (94) funktioniert, wenn zy nah genug bei Z liegt und somit
|f(zo)| klein ist, denn dann gibt es Chancen, da§ die nicht weiter spezifizierten Konstanten
r > 0 und K > 0 existieren und die Voraussetzungen (95) und (96) erfiillt sind.

3) In der Praxis ist man i.d. Regel auf Probieren (trial and error) angewiesen, d.h., man probiert
das Verfahren fiir sinnvoll erscheinende Startndherungen x(, und hat oft nach ein paar Versuchen
Gliick.

4) Nicht auf Gliick ist man bei konvexen Funktionen angewiesen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.120.

Sei f : [a,b] = R zweimal stetig differenzierbar und konvex mit f'(z) # 0 auf [a,b]. Die Vorzei-
chen von f(a) und f(b) seien verschieden.

Dann konvergiert die NEWTON-Folge (94) von f gegen die einzige Nullstelle T von f.

Ist f auferdem dreimal stetig differenzierbar, so ist die Konvergenz quadratisch.

Beispiele:
1) Betrachten wir das Standardbeispiel zum NEWTON-Verfahren, die Bestimmung der Nullstelle
der Funktion fr) = 22—a, a > 0 auf einem Intervall [b, c], wobei b*—a und ¢ —a unterschiedliche
Vorzeichen haben sollen, was gleichbedeutend mit der Berechnung von /a ist. Wir stellen fest,
daB die Voraussetzungen des Satzes 3.120 erfiillt sind. Fiir f'(z) erhalten wir f'(z) = 2z und
damit die NEWTON-Folge
2
z,—a 1 a
Tp4+1l = Ty — TQLTTL = 5(.’371 + a)
Nachfolgend ist der Ausdruck eines kleinen Computerprogramms fiir die Iteration zur Berech-
nung von v/2 zu finden.

It.-Nr = 0, x= 1.5

It.-Nr = 1, zx= 1.41666663
It.-Nr = 2, x= 1.41421568
It.-Nr = 3, x= 1.41421354
It.-Nr = 4, x= 1.41421354
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2) Nullstelle des Polynoms p3(z) = ;2° — z + £ (siehe oben). Wir finden pj(z) = 322 — 1 und

damit die NEWTON-Folge
Tn+l = Tn — T332 1
4%n —

Die Iteration ergibt das Resultat

It.-Nr = 0, =x= 0.899999976
It.-Nr = 1, =x= -0.419108152
It.-Nr = 2, x= 0.272738785
It.-Nr = 3, x= 0.20107384
It.-Nr = 4, x= 0.202062368
It.-Nr = 5, x= 0.202062517
It.-Nr = 6, =x= 0.202062517

Startet man statt mit o = 0.9 mit der besseren Ndherung xy = 0.5, erhilt man

It.-Nr = 0, x= 0.5

It.-Nr = 1, x= 0.169230774
It.-Nr = 2, x= 0.201913655
It.-Nr = 3, x= 0.202062517
It.-Nr = 4, x= 0.202062517

also eine Niherungslosung der gleichen Giite nach 4 Schritten. Mit der oben durchgefiihrten
BAnNAcHschen Fixpunktiteration hatten wir 6 Schritte bei der Wahl der Startiteration zy = 0.5
benostigt.

3.13 Kurven im R?

In der Physik und in den Ingenieurwissenschaften besteht oft das Problem, Satellitenbahnen,
Flugkurven von Koérpern unterschiedlicher Art oder Teilchenbahnen mathematisch zu beschrei-
ben. In den genannten Féllen geht es also um die Verfolgung der ortlichen Verdnderung von
Objekten, die sich mit einer Geschwindigkeit fortbewegen.

Definition 3.121. (Kurve im R?)
Sei G C R? und [a,b] C R eine abgeschlossenes Intervall. Jede Abbildung x : [a,b] — G,

x = ( ; ), mit stetig differenzierbaren Funktionen
2

z1 @ [a,b] =& R und z3 : [a,b] — R heift Kurvenstiick in G mit dem Anfangspunkt x(a) =
(z1(a), z2(a))”, dem Endpunkt x(b) = (z1(b),z2(b))” und der Spur {x(¢)|a <t < b}.
Ein Kurvenstiick heifit reguliir, wenn ! (¢)? + z(t)2 # 0 fiir alle ¢ € [a, b] gilt.

z1(t) )
x(t) =
=20
heifit Parameterdarstellung des Kurvenstiickes mit dem Parameter ¢.

Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K;, i = 1,...,7, wobei der Anfangspunkt von K;
jeweils mit dem Endpunkt von K; 1, 1 = 2,...,r, iibereinstimmt, heifit Kurve.
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3.13.1 Kurventangente
Zu jeder Parameterdarstellung einer Kurve kann man
(1) — Tim - _ (=@ ()
() = Jim pixte-+ 1) - x0] = (200 ) = (240 (99)

definieren. Aus der Abbildung 49 wird ersichtlich, da$ (99) den Ubergang von Sekantenvektoren
zu einem Tangentenvektor bzw. zu einer Kurventangente im Punkt (z1 (%), z2(¢)) beschreibt. Da
wir uns im R?, also in der z; — z2—Ebene bewegen, wird statt 1 auch z und statt zo auch y
als Bezeichnung verwendet.

X(t)
x(t+h)

X(t)

X

Abbildung 49: Sekantenvektor Ax = x(t + h) — x(t) und Tangentenvektor x(¢)

Definition 3.122. (Kurventangente)
Der in (99) definierte Vektor %(¢) heifit Tangentenvektor der Kurve x(¢) im Punkt (z(¢), y(¢)).

Bemerkung 3.123. _
Fiir die Tangente T im Punkt (z(tp),y(t9)) ergibt sich mit dem Anstieg tana = Zgg) die
Gleichung

~

y = y(to) + 299 (o _ ).

Mit

findet man einen Normalevektor im Punkt (z(¢),y(t)), d.h., einen Vektor, der senkrecht auf
x(t) steht, denn

x(t) -n(t) = 0.
Insbesondere bei der Berechnung der Linge von Kurven'# spielt das Bogenelement oder auch

Differential der Bogenlinge eine Rolle. In der Abbildung 50 ist die Situation an einer Kurve
dargestellt.

“Die Linge von Kurven kann erst im Rahmen der spiter zu behandelnden Integralrechnung exakt berechnet
werden.
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Ly(t+h) t+h)

+ t
y(®) N

Kurve

X

x({+h) >‘<(t)

Abbildung 50: Differential der Bogenlénge

Die Linge der Sekante ¢ = |x(t + h) — x(¢)| berechnet sich nach dem Satz des Pythagoras zu

=/Az2 4+ Ay2 = /[t + k) —z(t)]2 + [y(t + k) — y()]2.

Da die Distanz bzw. der Zeitraum h sehr klein ist, postulieren wir die Aquivalenz von ¢ und
dem Kurvenbogen As vom Punkt x(¢) bis zum Punkt x(¢ + h), also ¢ ~ As fiir h — 0. Den
Kurvenbogen As kann man auch als Differenz der durchlaufenen Kurvenlinge s(¢ + h) und der
durchlaufenen Kurvenlinge s(t) verstehen. Damit kann man

(t+h —s( \/[ t+h )]2 [(t+h)—y(t)]2

A .
bzw.
% = limy_, OﬂﬂﬂEl
— 1unhﬁ0\/[(+@,m + [UER=y (2
_ \/[hmh_}0 (t+h})l =12 4 [limy_q (t+h) ut)2,
o(t)? + y(t)2.
bilden.

Definition 3.124. (Bogendifferential)

s = /E®)2 + y(t)? dt

heift Differential der Bogenlinge oder Bogenelement, wobei d t das Differential der unabhéngigen
Variablen ¢ ist.

Bemerkung 3.125.
Wenn eine Kurve als Funktionsgraph gegeben ist, d.h., in der Form

x{) = ( o) )

geschrieben werden kann, ergibt sich fiir das Differential der Bogenlinge

= V1+ f/(8)? dt

und

o = VIT TR
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Beispiel:
1) Gegeben ist der Viertelkreisbogen in Parameterform

z(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0, g]

Fiir das Differential der Bogenlénge errechnet man

ds = vV R2sin?t + R2cos?t dt = R d1.

Fiir den Tangentenvektor ergibt sich

2) Gegeben ist die Sinuskurve von 0 bis , also
z(t) =t, y(t) = sint, t € [0, 7].
Fiir das Differential der Bogenléinge errechnet man

ds=1+/1+ cos?tdt.

Fiir den Tangentenvektor ergibt sich

und damit z.B. im Punkt (F, 1)

3.13.2 Kriimmung einer Kurve

Die Kriimmung einer Kurve ist, wie der Name sagt, ein Ma$ fiir die Abweichung einer Kurve von
einer Geraden. Danach hat eine Gerade die Kriimmung 0. Mathematisch fafit man den Begriff
der Kriimmung mit dem Verhéltnis ﬁ—?‘ der Anderung des Kurventangenten- Anstellwinkels o

zur Anderung der Bogenlinge.

Definition 3.126.
Die Kriimmung einer reguliren Kurve x(t) = (z(t),y(t))T, a < t < b, mit zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen z : [a,b] — R und y : [a,b] — R betrdgt im Kurvenpunkt

P(t) = (z(t),y(?))
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Fiir den Fall, daf die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
in der Form x(t) = (¢, f(¢)) gegeben ist, ergibt sich fiir die Kriimmung

()
V)2

K(t) =

heiffit Krimmungsradius.

) o)

Abbildung 51: Kriimmung

Bemerkung 3.127.

1) Der Kriimmungskreis an einer Kurve in einem Punkt P ist dadurch charakterisiert, da8 er die
Kurve im Punkt P beriihrt, die gleich Tangente wie die Kurve im Punkt P hat und die gleiche
zweite Ableitung wie die Kurve im Punkt P hat. Als Ubung kénnen mit diesen Informationen
die Koordinaten des Mittelpunktes des Kriimmungskreises berechnet werden.

2) Beim Bau technischer Anlagen ist es oft wichtig, nicht nur stetige und differenzierbare
funktionale Zusammenhiinge zu sichern, sondern z.B. Unstetigkeiten bzw. Sprungstellen in der
Kriimmung zu verhindern. Jedes Verlassen einer Kreiskurve (Radius R) ab einem beliebigen
Punkt des Kreises auf einer Tangente an den Kreis in diesem Punkt bedeutet einen Sprung in
der Kriimmung von k = % auf x = 0. Man kann diese Unstetigkeiten der Kriimmung verhindern,
wenn man zwischen Kreis und Gerade eine Kurve zwischenschaltet, deren Kriimmung sich stetig
von % zu 0 &ndert.

3) Betrachten wir zum Beispiel ein Fahrzeug der Masse m, das mit einer Geschwindigkeit von
v > 0 durch eine Parabelkurve y = cz? fihrt. Die Fliehkraft Z beim Durchfahren errechnet sich
durch die Formel Z = mv? R, wobei R = R(z) der jeweilige Kriimmungsradius ist. Fiir den
Kriimmungsradius errechnet man

R 1 \/1—|—4c:v23

|K| 2c

und erhilt damit bei Durchfahren des Punktes P = (0,0) der Kurve die Fliehkraft Z = "‘210’2
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3.14 Integralrechnung

Neben der Berechnung von Flicheninhalten, Lingen und Volumina geht es bei der Integralrech-
nung z.B. um die Bestimmung von Schwerpunkten, Tragheitsmomenten, der Arbeit, der Energie.
Mit den Mitteln der Integralrechnung wird es moglich, den Flicheninhalt unter einem Funkti-
onsgraphen und die Linge einer Bahnkurve, wie in den Abbildungen 52 und 53 dargestellt zu
berechnen.

Bahnkurve

a b X «
Abbildung 52: Fliche A unter dem Abbildung 53: Linge der Kurve von
Graph der Funktion f P; bis P,

Wir werden schnell feststellen, dafl die Integralrechnung die Umkehrung der Differentialrechnung
ist, und damit die Integralrechnung nicht ohne die Differentialrechnung beherrschbar ist.

Wir werden uns anfangs mit dem sogenannten unbestimmten Integral und mit Stammfunktionen
befassen und das formale Integrieren erlernen, ehe wir uns mit dem bestimmten Integral zur
Flichen- und Lingenberechnung befassen (zu Beginn der HM II).

3.14.1 TUnbestimmtes Integral und Stammfunktion

Definition 3.128. (Stammfunktion)
Sei f : I — R eine auf dem Intervall I definierte reellwertige Funktion. Die differenzierbare
Funktion F': I — R mit der Eigenschaft

F' =f
heifit Stammfunktion von f.
Definition 3.129. (unbestimmtes Integral)
Ist F' eine Stammfunktion von f, dann heif}t

/f(x) dz := F(z) + C C = const.

unbestimmtes Integral der Funktion f. Die Konstante C' heifit Integrationskonstante.
Das unbestimmte Integral einer Funktion f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f.

3.14.2 Integrationsregeln und -techniken

Mit den Definitionen 3.128 und 3.129 wissen wir, daf die Funktion F'(x) = arctan z eine Stamm-
funktion der Funktion f(z) = H% ist, und fiir das unbestimmte Integral
1

/H—2d$ = arctanzx -+ C
T
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gilt. Auf die Angabe der Grundintegrale von Funktionen wie x?, sinz, cos z soll hier verzichtet
werden, da diese dem Formelblatt am Schlufl dieses Skripts entnommen werden kénnen. Auf-
grund der Differentiationsregeln lassen sich nun Regeln fiir die unbestimmten Integrale herleiten.

Satz 3.130. (Linearitit des unbestimmten Integrals)
Seien c1 und co reelle Konstanten und f und g Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, dann
gilt

[es@+ag@)de=a [ @)+ [ @ ds

7Z.B. erhilt man

> 4 = 1 4, 3 5
/(14—:52 + 3z )d:c—5/ 1+$2d:c—|—3/w dx = barctanx + £Z + C.
Aus der Kettenregel der Differentiation

[F(g(x))) = F'(g(z))g'(z) und F'(z) = f(=)

folgt die Substitutionsregel

/ f(9(#))g' (%) dz = F(g(z)) + C. (100)

Satz 3.131. (Substitutionsregeln)
Sei f stetig auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem Intervall I, wobei (1) C J
gilt, und die Umkehrfunktion ¢~ ' ezistiert, dann gilt

1)
/ Flo(@))g () de = / fWydt  mit = p(a) (101)

und

2)
/ f(z) do = / fe)dtyd  mit  z= () (102)

Bemerkung 3.132.

Die Regeln 1 und 2 sind eigentlich identisch. Jedoch gibt es Integrale, bei denen die Regel 1 von
rechts nach links betrachtet wird, und deshalb wurde dieser Fall als Regel 2 gesondert aufgefiihrt.
Konkret bedeutet die Substitutionsregel 1 das Durchlaufen des folgenden Algorithmus:

a) @(z) wird durch t ersetzt (substituiert),
b) wegen 4 = /(z) baw. dt = ¢'(z) dz wird ¢'(z) dz durch dt ersetzt,

c) das Integral [ f(t)dt wird berechnet (das sollte einfacher als die Berechnung des Integrals
[ f(o(z))¢'(z) dz sein, denn sonst wire die Miithe umsonst!),

d) ¢ wird durch ¢(x) ersetzt (Riicksubstitution).
Fiir die Regel 2 ergibt sich der Algorithmus

a) z wird durch ¢(t) ersetzt (substituiert),
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b) wegen ‘é—f = ¢'(t) bzw. dz = ¢'(t) dt wird dz durch ¢'(t) dt ersetzt,
c) das Integral [ f(¢(t))¢'(t) dt wird berechnet,

d) t wird durch ¢ !(z) ersetzt (Riicksubstitution).

Beispiele (wir beschrinken uns hier auf die Regel 1, Beispiele der Regel 2 werden erst behandelt
wenn wir weitere wichtige Integrations-Regeln kennengelernt haben):

1) Korollar 3.133.
Sei g eine stetig differenzierbare Funktion ohne Nullstellen, dann gilt iber die Substitution

t=g()

gl(l‘) = 1 = 1n = 1In X
/g(m) dx—/tdt_l 1]+ C = Ing(z)| + C.

Wenn z.B. das Integral [ w%ff) dz zu berechnen ist, erhilt man mit der Substitution ¢ =
g(z) = 2® + 5 schlieflich

622 1 3
3 dz =2 [ —dt =2In|t| + C =2In|z° + 5|+ C.
z°+ 35 t

2) Betrachten wir das Integral [ %dw. Wir substituieren ¢ = Inz und erhalten nach dem
oben skizzierten Algorithmus dz = %dt und damit

2
/7(111:5) dz :/tht: %t3+C= %(lnx)3+C.

Z

3) Das Integral [ e*% cosz dz ist zu berechnen. Mit der Substitution ¢ = sinz erhilt man

/eSinxcos:de:/etdt:et+C:eSinw+C.

Die nichste Integrationsregel beruht auf der Produktregel der Differentiation, also
(u-v) =vdv+u.
Integriert man die Gleichung, erhilt man die Regel der partiellen Integration.

Satz 3.134. (partielle Integration)
Fiir zwei auf einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen u und v ist u - v eine Stamm-
funktion von (u-v) =u'v+ uwv' und es gilt

u(z)v(z) = /(u'(:z)v(m) +u(z)v'(z)) dz  bzw. (103)
/u'(x)v(a:) dz = u(z)v(z) — /u(z)v'(x)) dz.

Beispiele:
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1) Mit v’ = sinz und v = sinz erhilt man

[sin’zdr = —coszsinz — [(—cosz)coszdr
= —coszsinz + [ cos? zdx
= —coszsinz + [(1—sin’z)dz
= —coszsinz + z — [sin’ zdz,

und damit

/siandw = %(.CC —coszsinz) + C.
2) Mit u' = €® und v = z erhilt man
/wemdx::vem—/emdw:xez—eI+C:(:B—l)em-i-C.
3) Mit v’ = sinz und v = z erhilt man
/a:sin:cd:v = z(—cosz) —/—cos:cda: = —zcosz +sinz + C.

4) Ein Beispiel zur Anwendung der Substitutionsregel 2
Zu berechnen ist das Integral [ m dz. Die Substitution x = tant und damit dx =

L dt ergibt
1 1
/722(130:/ —y dt:/cos2tdt.
(14 2?) cos? (1 + £751)2

cos?t
cos2t

Mit der partiellen Integration erhilt man mit v’ = cost und v = cost

[cos?tdt = %(t+sintcost)+C

= 3(arctan z + sin(arctan z) cos(arctan z)) + C.

Auf eine weitere Vereinfachung des Ergebnisses wird hier verzichtet.

3.14.3 Integration rationaler Funktionen und Partialbruchzerlegung

Im Grundlagenkapitel haben wir einige wichtige Eigenschaften von Polynomen mit reellen Ko-
effizienten besprochen, die sich als sehr niitzlich bei der praktischen Bestimmung von Integralen
rationaler Funktionen erweisen werden. Da man jede rationale Funktion als eine Summe eines
Polynoms und einer echt gebrochen rationalen Funktion in der Form f(z) = s(z)+ g:;((ﬁ)) , n < m,
darstellen kann, reduziert sich das Problem der Integration von r(z) auf die Bestimmung einer
Stammfunktion der echt gebrochen rationalen Funktion

r(z) = pn(z) )
gm (T)
Aus den Sdtzen 1.47 und 13 kann man den folgenden Satz zur Zerlegung einer echt gebrochen
rationalen Funktion in Partialbriiche herleiten. Wir wissen, daf} es fiir ¢,,,(z) nach Satz 1.43 eine
Zerlegung der Art

T S T S
q(z) = anp, H(m — )" H(a:2 +pjz+q;)", mit Z my + 2 an =m (104)
k=1 j=1 k=1 j=1
gibt. Die zy sind r reelle Nullstellen mit den Vielfachheiten my (k = 1,2, ...,7). Die Polynome
(2% + pjz + g;) sind das Ergebnis der Multiplikation (z —w;)(z —w;), wobei w;,w; insgesamt s
Nullstellenpaare (komplex, konjugiert komplex) mit den Vielfachheiten n; (j = 1,2, ...,s) sind.
Im Ergebnis der Multiplikation entstehen dabei reelle Koeffizienten p;, g;.
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Satz 3.135. (reelle Partialbruchzerlegung)
Seien p(x) und q(x) Polynome mit reellen Koeffizienten, deg p = n und deg g = m und n < m.
Auf der Grundlage der Faktorenzerlegung (104) des Nennerpolynoms q(x) gibt es fir die echt

gebrochen rationale Funktion r(z) = g;((a;) genau eine Zerlegung in Partialbriiche der Form
pn(w) = a1m
am(z) ;:;—1:;1 + ($g§1)2 +---+ W
a a om
+ 1_2;2 + (;1:—.?1:22)2 R m
+ .
_Gr1 a Army
M=l ey A (105)
4+ buzten o, 4 bimp@Hcn,
z2+p1z+qi (z2+p1z+q1)™
4+ bmzten . 4 bmpT¥cm,
2% +p22-+q2 (2 +paz+g2)™2
_|_

bs1x+cs1 . bsng T+cCsng
+ z2+psz+qs + + (z®+psz+qs)ns?

d.h., die Koeffizienten a, b, ¢ sind eindeutig bestimmt (und auch bestimmbar).

Bemerkung 3.136.
Fiir die Koeffizienten a, b, ¢ entsteht nach der Multiplikation der Gleichung (105) mit dem
Nennerpolynom ¢,,(z) eine Gleichung der Form

Pn(z) =bp—1(z), n<m-—1,

denn die Nennerpolynome der rechten Seite der Gleichung (105) kiirzen sich weg, da sie alle-
samt Teiler des Polynoms ¢, (z) sind. Ein Vergleich der Koeffizienten der Polynome p, (z) und
bm—1(z) (2 Polynome sind gleich, wenn die Koeffizienten vor den entsprechenden Potenzen von
x tibereinstimmen) ergibt ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
fur die m Koeflizienten a, b, c.

Beispiele:
1) Es sei zuerst an das Beispiel der Zerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion
aus dem Abschnitt 1.8.4 mit dem Ergebnis

x24z—1
42234322 2x+1

> +z—1 _ 1 L 22
ot — 223 +322 -224+1 22 —2z+1 (22 -2+ 1)2

erinnert. Den Satz 3.135 anwenden heifit zuerst eine Zerlegung des Nennerpolynoms finden. Die
Nullstellen des Nennerpolynoms waren das konjugiert-komplexe Paar

1 V3, 1 V3,

w1:—+—z, El:i_Tz’

mit der Vielfachheit m; = 2. Damit ergibt sich nach der Formel (104)
gt =223 +32% — 2z +1=[(z —wi)(z —w)]* = (2® — 2+ 1)°
Nach dem Satz 3.135 muf eine eindeutige Partialbruchzerlegung der Form

2+zr—1 B biix + c11 biaz + c19
2t —203 4322 -224+1 22-z2+1 (22 —-x2+1)2

existieren, d.h., es muf} eindeutig bestimmte Koeffizienten by1, c11, b12, c12 geben.
Zur Bestimmung der Koeffiezienten multiplizieren wir den Ansatz mit dem Nennerpolynom und
erhalten aufgrund der giiltigen Zerlegung fiir das Nennerpolynom die Gleichung

?+z-1 = (buz+ecin)(z? —x+1) + biaz + ci2
= bz + (c11 — b11)x? + (b11 + b1a — c11)x + €11 + c1o
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Aus dem Koeflizientenvergleich ergibt sich das oben angesprochene Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Koeffizienten

1 000 b1 0
— 1 00 C11 . 1
-1 10 b | 1

01 C12 -1

mit der Losung
b11 = 0, Ci1 = 1, 1)12 = 2, C19 — —2,
und somit die Partialbruchzerlegung

?+z—1 _ 1 L 22
ot — 223 +322 22 +1 22 —z+1 (22 —z+1)2

2) Betrachten wir die Funktion

4z? — Tz + 25
fl@) = 35—
z° —b6z° + 37+ 10
so finden wir mit 27 = —1 sehr schnell eine Nullstelle, und damit auch bald die anderen beiden

Nullstellen o = 2 und z3 = 5. Nach dem Satz 3.135 gibt es die Zerlegung

4z* — Tz + 25 a1 a2 as
= 106
(x+1)(z —2)(z —5) x—|—1+x—2+x—5’ (106)
und nach der Multiplikation mit dem Nennerpolynom ergibt sich die Gleichung
422 — Tz + 25 = a1(z — 2)(z — 5) + ag(z + 1)(z — 5) + az(z + 1)(z — 2) (107)

= (a1 +az + ag)ac2 + (—7a1 — 4as — a3)z + 10a; — bas — 2a3

und der Koeffizientenvergleich fiithrt auf das Gleichungssystem

1 1 1 ai 4
-7 —4 -1 az = =7
10 -5 -2 as 25
mit der Lésung
a1 = 2, az = _3, az = 9.

Es gibt mehrere Methoden zur Koeffizientenbestimmung;:

1) Die in den beiden Beispielen durchgefiihrte Methode des Koeffizientenvergleichs fiithrt wie
gesehen auf ein eindeutig 16sbares lineares Gleichungssystem. Die Methode fithrt immer
zum Erfolg, ist allerdings mitunter recht aufwendig.

2) Es geht oft auch einfacher, mit der sogenannten Grenzwertmethode. Wenn wir beim Bei-
spiel 2 die Nullstellen nacheinander in die Gleichung (107) einsetzen, erhalten wir nach-
einander die Gleichungen

44+74+25 = a1(-3)(—6) < a1 = 3¢ =2,

16 — 14425 = a3(—3) <> as = 25 = -3,
100 —35+25 = a36-3 <= a3= 33 =5.
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3) Eine dritte Moglichkeit der Koeffizientenbestimmung erhilt man mit der sogenannten Me-
thode des Zuhaltens, die nur fiir Linearfaktoren funktioniert. Z.B. multipliziert man die
Gleichung (106) zuerst mit z + 1 und erhilt

4z% — Tz + 25 Y az(z +1) +a3(:c—l—1)
(x —2)(x —5) ! x —2 x—5

bzw. nach einsetzen von x = 1 direkt a; = 2. Dies wiirde man auch erhalten, wenn man
auf der linken Seite von (106) die Nullstelle z = —1 einsetzt und den zu Null werdenden
Term (z + 1) im Nenner zuhélt (deshalb der Name). Mit den anderen Nullstellen verfihrt
man ebenso.

Die Schritte der Partialbruchzerlegung sind

e evtl. durchzufithrende Polynomdivision zur Erzeugung einer echt gebrochen rationalen
Funktion,

e Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms bzw. der Zerlegung in lineare und/oder
quadratische Faktoren,

e Aufstellung des Ansatzes fiir die Partialbriiche,
e Bestimmung der Koeffizienten.

Wenn wir uns an das eigentliche Problem der Berechnung einer Stammfunktion einer echt gebro-
chen rationalen Funktion erinnern, haben wir mit der Partialbruchzerlegung statt dem Integral

Qm(x)
Integrale des Types

A) /(Ladx und B) /(b‘”—“dz

z—r) 2?2 + pz + q)P

zu berechnen (o, 8 € N, r,p,q € R).
Die Integrale des Types A sind durch die Substitution ¢ = z — r einfach zu berechnen, man

erhélt
_ a B 1 . [ alnjz—r fiir o =1
IA‘/mdx‘“/radt‘{ aplg(e—r)7 fira# 1.

Bei den Integralen des Types B ist anzumerken, da 4q — p? > 0 gilt, da die quadratischen
Polynome z? + pz + ¢ ja dadurch gekennzeichnet waren, daB sie keine reellen Nullstellen hatten.
Fiir den Fall 8 = 1 erhalten wir

B bt B 2c+p—p+2¢£
Ip= [ wimde = 3J imr 0o
_ 2z4p P
= bt i da
= LZn(z? +pz +9q) +(C—p§)fmdx
2 4
_pb
= %l ($2+p$+Q)+CI;%f x+§1 dz
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Nach der Substitution

erhilt man schliefllich

Ip = g In(z? + pz + q) + arctan(——==) + C. (108)

Fiir > 1 gewinnt man aus dem Ansatz

/ dz _ cix +co ny / dzr (109)
(22 +pz+q)P (22 +pz+q)f1 3 (22 + pz + q)f-!

eine Rekursionsformel, indem man die zunéchst unbestimmten Koeflizienten c1, c9, c3 durch Ko-
effizientenvergleich bestimmt, nachdem auf beiden Seiten differenziert und mit (z% + pz + q)#
durchmultipliziert wurde. Man findet nach kurzer Rechnung

B 2 o — P o — 2(26 -3)
CTB-DE-p) P B-Dlg-p) T B-Dlg-p)

Wenn man beriicksichtigt, daf3

[ 1 —B(2z + p) baw 1 _/( —B(2z + p)

r— =
(z2 —I—px+q)ﬂ] (@2 +pz+q)ft (22 + pz + q)P z? 4+ pz +q)f 1

dr

gilt, erhilt man durch geschicktes Ausklammern und Ergéinzen mit einer ”nahrhaften Null”!?

die Formel
br +c¢
— —dr = 110
[ e (110

_ b bp dx

@ et D T
Damit hat man alle Formeln parat, um das unbestimmte Integral von gebrochen rationalen
Funktionen zu bestimmen.
Die letzten Formeln sind Rekursionsformeln, in denen die Potenz 8 auf § — 1 zuriickgefiihrt wird.
Dies ist solange zu tun, bis § — 1 = 1 ist, denn dann hat man die obigen Integrale des Falles
B = 1 vorzuliegen.

Beispiele zum Umgang mit den Rekursionsformeln:
1) Es soll das Integral [ m dz berechnet werden. Da das Nennerpolynom keine reel-

len Nullstellen hat, ist keine weitere Zerlegung in Partialbriiche méglich und nétig. Wir

erhalten durch Uberlegung und Anwendung der Formeln (109) und (108)
4r+6 — 2x+3 2¢4+2-243
f (w2—|—gw+6)2 de = 2-[ w2+€w+6 dz = 2f :cz2—|—2:c—|—6) dx

_ 22+2
= 2 f w2+€w+6 7 dz +2 f :c2—|—2:c—|—6)2 dx
= 2fmdu+2fmdm (Subst. u = 22 + 2z + 6)
_ 1 +1 1 1
- _2z2+2m+6 + 2[10($2$+2w+6) + 1 f 22422+6 da]

z—9 1 1
5@ +2246) T 5 I e X

— (Qﬁ-i?;-ﬁ) + bgarctan(w\'/"—l) +C.

15Unter einer "nahrhaften Null” versteht man einen Term der Art b — b, den man ohne Schaden z.B. zu einem
Term ax addieren kann, so dafl mit ax = ax + b — b ein Ausdruck entsteht, der oft Probleme 16st.
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2)

Die Funktion f(z) = W kann nicht weiter in Partialbriiche zerlegt werden. Fiir das

unbestimmte Integral erhiilt man mit der Substitution # = 1 + z? recht schnell

T 1 2x 1 [dt 1 1
/(1+$2)2dx_5/(1+x2)2d$_§/t_2__2_t+0__2(1—|—ac2)+C'

Es soll das Integral

dr

/2:(;3—302—1030—}—19
I =
24+ —6

berechnet werden. Da das Zéhlerpolynom den Grad 3 und das Nennerpolynom mit 2 einen
kleineren Grad hat, ist eine Polynomdivision durchzufithren, man erhilt

(223 — 2?2 =10z +19) : (22 +2—6) =27 — 3
—(22% + 222 — 12z)
(=322 + 2z + 19)
—(—32? — 3z + 18)

(5z + 1)
und damit
223 — 22 — 10z + 19 5z +1
=2z -3+ .
2 +1—6 2 +1—6
Die Nullstellen des Nenners findet man mit 1 = 2 und 29 = —3 und der Ansatz fiir die

Partialbruchzerlegung lautet

Sr+1 a as

:c2+:c—6_:c—2+:1:+3'

Nach der Multiplikation mit 2% 4+ z — 6 erhiilt man
5z 4+1=ai(z+3) + az(z — 2),

und nach Einsetzen von z = 2 sofort a1 = 15—1 und nach Einsetzen von z = —3 den
Koeffizienten ao = %. Fiir das Integral I ergibt sich damit

I = [@e-3)do+3[5+% 5
= 22-3z+ Iz -2+ LIz +3|+C.

Abschlielend soll das Integral

I—/ dzx
T ) 24223222 — 62+ 5

berechnent werden. Mit z; = 1 findet man gliicklicherweise schnell eine Nullstelle, so daf
man durch x — 1 dividieren kann. Es ergibt sich

(z* + 223 — 22% — 62 +5) = (z — 1)(2® + 322 + = — 5),
also mit z3 + 322 + z — 5 ein Polynom, das wiederum 1 als Nullstelle hat, und wir erhalten

(z* 4 22° — 227 — 624 5) = (z — 1)%(2? + 4z +5).



3 ANALYSIS 175

Da 22 + 4z + 5 keine weiteren reellen Nullstellen hat, gibt es eine Partialbruchzerlegung
der Form
1 a1 as bx + ¢

$4+2x3—2w2—6w+5:$—1+(x—1)2+x2+4m+5'

Daraus folgt

1=a1(x —1)(2? + 4z + 5) + az(z* + 4z + 5) + (bx + ¢)(z — 1),
und durch Einsetzen von z = 1 erhalten wir az = 5. Wenn man ay(2? + 4z + 5) auf die
linke Seite bringt, erhilt man

1 2 1
—ExQ — e + 3= ay(x —1)(z? + 4z + 5) + (bx + ¢)(z — 1)%.

Die Division durch z — 1 (die wegen der Gestalt der rechten Seite ohne Rest moglich sein
mu$B) ergibt

1

—Em—§:al(x2+4m+5)+(b:1:+c)(a:—1), (111)

und durch Einsetzen von z = 1 erhilt man a; = —3;. Wenn man diesen Wert in (111)
einsetzt, ergibt sich

3 7 1

%x +%x—g = bz’ 4 (c — b)z — ¢,
und durch Koeffizientenvergleich erhilt man b = 5;9’—0 und ¢ = % Damit ergibt sich fiir das
Integral

— 3 d 1 d 57+3
I = ~ 50 z—fl + 10 f (ccfai)2 + f 5?1-450—?-5 dz

_ 3 1 20+ 20 2z+5
= —gnlz-1]- @ 1) 100/ 2+aors 9%

B 3 20+4+%
= _%ln|x_1|_1 (ac 1)+100f T azts &

_ 3

= —gnje-1|- 10(z ot 100 In(z? + 4z + 5) 25 ) 2+4m+5

= —Zhlz-1]|- IO(z o+ 35 In(2? 4 4z + 5) + Z arctan(z + 2) + C.

Da die Integralrechnung die Umkehrung der Differentialrechnung ist, 1é8t sich bei jeder Integra-
tion die Probe durch das Ableiten der erhaltenen Stammfunktion machen. Allerdings ist das im
Falle der Beispiele 1 und 4 fast noch unangenehmer als die Integration.

Bemerkung 3.137.

1) Man kann beweisen, daf auf einem Intervall stetige Funktionen Stammfunktionen besitzen.
Jedoch kann man die Stammfunktionen nicht immer geschlossen analytisch bestimmen. Eine
der bekanntesten Funktionen, die nicht geschlossen integrierbar sind, ist die Funktion

fla)=e .

In diesen Fillen kann man die Stammfunktionen z.B. durch TAYLOR-Reihen annihern.
2) In der Formeltabelle am Ende dieses Skripts sind eine Reihe von Substitutionen angegeben,
die in vielen Féllen auf die Integration rationaler Funktionen fithren. Die Integrale rationaler
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Funktionen lassen sich immer in geschlossener Form angeben, wenngleich oft auch sehr miihselig.
So fiihrt z.B. im Falle einer Funktion R(sinz,cos z) (als Beispiel sei hier

5sinz + 3cosz
deos?2z+1

R(sinz,cosx) =

genannt) die Substitution ¢ = tan & immer auf die Integration einer rationalen Funktion r(t).
Dabei wird benutzt, dal man sinz und cosz durch rationale Funktionen von tan 5 ersetzen
kann (s.auch Formeltabelle).

3.14.4 Bestimmtes Integral

Anfangs wurde mit der Berechnung von Flicheninhalten auf ein wichtiges Ziel der Integral-
rechnung hingewiesen. Sei f : [a,b] — Ry eine positive und beschrinkte Funktion. Die in der
Abbildung 54 schraffierte Punktmenge heifit Fliche von f auf [a,b] und besteht aus allen Punk-
ten (z,y) mit a <z < bund 0 <y < f(x). Ziel ist es, den Inhalt der Fliche zu bestimmen, und
auch zu erkldren, was man darunter versteht. Wir gehen dabei von unserem Grundwissen aus,
daB der Flicheninhalt eines Rechtecks gleich dem Produkt von Linge und Breite ist.

===

T T X X
a b axg X Xp X3 Xg bXg

Abbildung 54: Fliche von f auf [a, b] Abbildung 55: Zerlegung Z

Es wird eine Streifeneinteilung wie in Abb. 55 gebildet, wobei jeweils Streifen der Breite
Az, 1 =1,2,...,mn,
mit den beliebig gewédhlten Zahlen g, x1, %2, ..., %,

a=290 <21 <T2<---<x, =b (112)
betrachtet werden. Die Menge der so gebildeten Teilintervalle
[0, z1], [z1, Z2], - - -, [Tn—1, Tn]
heifit Zerlegung Z des Intervalls [a,b]. Die grofite der Teilintervalllingen Ax;

|Z] := max Az
i€{1,...,n}
heiflt Feinheit der Zerlegung Z. Wie in der Abb. 55 angedeutet, bildet man in jedem Strei-
fen zwei Rechtecke, die die Fliche von f von ”oben” und von "unten” annihern. Wegen der
Beschrianktheit von f existiert auf allen Teilintervallen Infimum und Supremum von f

M;:= sup f(z) m; = inf  f(x) (113)

.’L‘E[Jli_hl‘i] me[mi—lawi]
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Uber dem Interval [z;_1,z;] entsteht ein "unteres” Rechteck mit dem Facheninhalt m;Az; und
ein ”"oberes” Rechteck mit dem Ficheninhalt M;Az;. Eine Summierung iiber 7 ergibt

n
S¢(Z) = Z M;Ax;, genannt Obersumme von f beziigl. Z,
i=1
n
sf(2) == Z m;Az;, genannt Untersumme von f beziigl. Z. (114)
i=1

Es ist offensichtlich, daf8 bei immer feiner werdenden Zerlegungen die Obersummen immer kleiner
und die Untersummen immer gréfler werden. Damit ist es sinnvoll, Infimum aller Obersummen
und Supremum aller Untersummen zu bilden,

Ip:= iIZIf S¢(2), genannt Oberintegral von f,
Ip:= sgp sf(Z), genannt Unterintegral von f, (115)
dabei bedeutet inf; und sup,, daB8 das Supremum bzw. Infimum iiber der Menge aller Zerlegun-
gen gebildet wird. Sind Z; und Zy zwei unterschiedliche Zerlegungen des Intervalls [a, b], dann

kann man eine verfeinerte Zerlegung Z aus den Durchschnitten der Teilintervalle von Z; und Z,
bilden. Es ist dann offensichtlich

s1(Z1) < s4(Z) < 84(Z) < S¢(Za),

und daraus folgt, daBl die Menge der Obersummen nach unten beschrénkt ist, und die Menge
der Untersummen nach oben. Daraus folgt die Existenz von Iy und I; und

I; <Iy.

Fiir stetige Funktionen auf jeden Fall, aber auch fiir viele andere iibliche Funktionen ist I, = I i
In solchen Fillen nennt man die Zahl

I:=I;=1If

den Flicheninhalt von f auf [a,b]. Dieser Flicheninhalt wird das bestimmte Integral von f auf
[a,b] genannt und durch das Symbol

I:/abf(ac)dac

beschrieben. Die Voraussetzung f > 0 haben wir nur benutzt, um die Anschaulichkeit der eben
durchgefithrten Diskussion zu erhdhen. Auf sie kann bei der folgenden allgemeinen Definition
des bestimmten Integrals verzichtet werden.

Definition 3.138. (bestimmtes Integral)
Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
(I) Man betrachtet eine Zerlegung Z von |a, b]

[$07 iEl]a [‘Tla $2]7 R [‘,Eﬂ*h $ﬂ]
mit

a=xg<x1 <32 <+ < xp =b.
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Die zg, 1, x2,- - . , n heilen Teilungspunkte von Z. Die Zahl
|Z|:= max Az;, Az;=1z;— zi_1,
1€{1,...,n}

heit die Feinheit von Z.

(I1) Mit
M;:= sup f(x) m; = inf  f(z)
ze[wi_l,wi] wE[SL‘,’_l,SL‘i]
bildet man
n
Si(2) := Z M; Az, genannt Obersumme von f beziigl. Z,
i=1
n
sp(2) = Z miAx;, genannt Untersumme von f beziigl. Z.
i=1
und

Ij:= iIZ1f Sr(2), genannt Oberintegral von f,
Ip:= sgp sf(2), genannt Unterintegral von f.

Infimum und Supremum werden dabei beziigl. simtlicher denkbarer Zerlegungen Z von |[a, b]
gebildet.
(IIT) Stimmen Ober- und Unterintegral von f auf [a, b] iiberein, so heifit f integrierbar auf [a, b].

In diesem Fall heifit der gemeinsame Wert I, = I das bestimmte Integral von f auf [a,b] und
wird mit

b
I:/ f(z)dz
a
bezeichnet.

Satz 3.139.
a) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist auf [a,b] integrierbar.
b) Jede stickweise stetige Funktion f : [a,b] — R ist auf [a,b] integrierbar.

Definition 3.140. (RIEMANNsche Summen)
Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion,

Z = {[zo, z1], [z1,22], - -, [Tn—1, %]} eine Zerlegung von [a, b]
und &; € [zi—1,%;], i = 1,2,...,n, beliebige Punkte aus den Teilintervallen,
dann heif}t
n
R=> f(&)Az,  Azj=mz; -z, (116)
i=1
RI1EMANNsche Summe von f beziigl. Z und &1, &o,...,&,.

Satz 3.141. (RIEMANNsches Integral)

Fiir jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R gilt:

f ist genau dann integrierbar, wenn jede Folge RIEMANNscher Summen Ry, von f, bei denen die
Feinheiten |Zy| der zugehorigen Zerlegungen gegen Null streben, konvergiert.

Jede dieser Folgen (Ry) konvergiert gegen denselben Grenzwert, und dieser ist gleich fab f(z)dz,
also gilt

b
lim Ry :/ f(z)dz.
k—o0 a
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Satz 3.142.
a) (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Ist die Funktion f : [a,b] — R stetig, so existiert ein £ € (a,b) mit

b
[ 1@)ds= 10~ a. (117)
a
b) (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sind die Funktionen f : [a,b] — R und g : [a,b] — R stetig und ist g(xz) > 0 fir alle z € (a,b),
so existiert ein & € (a,b) mit

b b
| 1@t do = 1) [ g(o) o (18)
a a
Satz 3.143. (Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung)

Ist f: I — R auf dem Intervall I stetig,
dann ist die Funktion F, definiert durch

Flz) = /xf(t) i, (nacl), (119)

eine Stammfunktion von f.

Satz 3.144. (zweiter Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung)
Ist F' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf einem Intervall 1, so gilt fiir beliebige
a,bel

b
/ f(@)dz = F(b) — Fa) = F(a)[}.

Satz 3.145. (Rechenregeln)
Seien f und g integrierbare Funktionen auf dem Intervall [a,b], a < ¢ < b und c1,c2 € R, dann
gilt

b b b
/clf—l—@gdm:cl/ fda:+cz/ gdz, (120)

[ 1< [ina (121)

/abfdx:/acfdw—l—/cbfdw, (122)

b
f >0 auf [a,b] —>/ fdz >0, (123)

b
ist f auf[a, b] stetig und nichtnegativ sowie / fdz=0— f=0 (124)
a

Bemerkung 3.146.

1) In den Sétzen 3.143 und 3.144 kann die Voraussetzung der Stetigkeit von f reduziert werden
auf die Forderung der stiickweisen Stetigkeit, d.h., der Beschrinktheit und der Existenz von nur
endlich vielen Unstetigkeitsstellen von f.

2) Diese Sétze 3.143 und 3.144 heifilen nicht umsonst Hauptsétze der Differential-und Inte-

gralrechnung, denn sie stellen die Verbindung zwischen unbestimmten und bestimmten Integral
her.
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Wir haben zwar schon eine Vielzahl von Stammfunktionen bzw. unbestimmten Integralen be-
rechnet, wufliten aber bisher noch nicht so recht wozu. Mit den Sétzen 3.143 und 3.144 konnen
wir nun mit einer berechneten Stammfunktion z.B. einen Flicheninhalt, oder ganz allgemein,
ein bestimmtes Integral berechnen.

Beispiele:
1) Berechnet werden soll der Inhalt der Fliche, die von den Graphen der Funktionen f(z) = \/z
und g(z) = z? auf dem Intervall [0, 1] eingeschlossen wird (s.auch Abb. 56).

y

f(x)=x v2

g0)=x2

1 X
Abbildung 56: Fliche zwischen f(z) und g(z) iber [0, 1]

Man erhalt

. ! 2 3, 2° 2 1 1

2) Berechnet werden soll die Linge einer Bahnkurve. Wir erinnern uns daran, dafl das Bogen-

differential die Form
ds = /1% + 9% dt

hatte. Fiir die Linge der Bahnkurve, die beginnend von Zeitpunkt %y bis zum Zeitpunkt ¢;
abgefahren wird, erhilt man mit

t1
s= Vi? 4+ g2 dt
to

gewissermaflen die Summe aller Bogenelemente zwischen den Zeitpunkten ¢y und ;. Betrachten
wir die Kurve x(t) = (z(t),y(t))T = (t,v/1—12)T, t € [0,1], also einen Viertelkreisbogen. Fiir

die Linge ergibt sich
1 1 2
s :/ \/:icQ-I-g'/th:/ ,/1+Wdt.
0 0 -

Wir berechnen zuerst eine Stammfunktion von f(t) = /1 + % = \/ﬁ Mit der Substitution

t = sinu und dt = cos u du erhalten wir
1

1
F(t):/\/T_ﬁdt:/cosucosudu:/du:u+C:arcsint+C.

Damit ergibt sich

1 5
s = / \/;dt = F(1) — F(0) = arcsin(1) — arcsin(0) = g
O J—
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Einige wichtige Formeln
1.) Wichtige Ableitungen
Funktion Ableitung | Bemerkung || Funktion Ableitung | Bemerkung
C (Konstante) | 0 sinhz = €=£— | chz
x* az® ! o reell coshz = % shz
In|z| 1 tanh ﬁ
log, || zﬁm a>0,a#1 | cothz g
e® e® arsinh x = lz] <1
Ti+1
a® a®lna a>0 arcosh wiil lz| <1
sinx cos artanh x 1_1$2 lz] <1
cos —sinx arcoth _m21—1 |z| > 1
arc sinx 11—332 lz| <1 arccos x - 11_962 lz] <1
arctanx H—% arccotzx _1+17
2.) Einige Substitutionen (R bezeichnet rationale Funktion, m,n, k natiirliche Zahlen)
Integral Substitution
| R(sinhz,coshz,e®)dz t=c¢e
| R(sinz,cos z)dz t=tan§ (dr = 1ft2 dt)
[ R(sin’z, cos®z) dz t=tanz
[ R(sinz)cos z dz t=sinc
J R(cos z)sin z dz t=cosz
[ R(z, }/ ff;ié Ydz ad —PBy#0 t=17 —(ﬁig
| R(=, —(z+p)%)dz a>0,z+B=asint
J R(z, +(z+p)%)dr a>0,z+p=asinht
| R(=, ($+ﬂ) —a?)dr  a>0,r+B=acosht
[R(z,\/az?+2Bz+7)dz a>0,t=\/az?2+2Bz+7+z/a
[ z™(a + Bz™)Fdz k€ Z,t= {/z,(r kgV der Nenner von m und n)
[ z™(a + Bz™)rda m—“ € Z,t = Yo+ Bz™( q Nenner von k)
[ z™(a + pz™)rdz m+1 +keZ,t=1q a+’3z ( q Nenner von k)
3.) Einige unbestimmte Integrale
Integral eine Stammfunktion
f sinn(ax) dz — st oz noz cos (az) 4 = 1 f sin"~ 2(O£.T) dr né€ N\ {O 1}
_ cos" (ax) sin (azx) -1 )
[ cos™(az) dz = s + 2= [cos" *(ax)dz neN\{0,1}
fmdx = \}Barctan(%’), D=c->0
1 _ z+b (2n—3)
f (z24+2bz+c)™ dr = 2(n—-1)D(z2+2bz+c)»~1 + 2(n— 1)D f x2+2bm+c) —rdr ,n€ N\ {O’ 1}
(z+8) (2z+2b) (28—2b)
f (z2+2bz+c)™ dzx 2 f (;U2—|—2bzc+c dr + 3 f (z2+2bz+c)™ dzx
4.) Identitaten fiir trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen
. _ 2tan} B lf(tan%)2 " _ 2tan§ " . lf(tan%)2
SZ?’L.’L‘—W COS.’I)—W (I,’I’L.’E—W ng_w
sin’z +cos?z =1 sinZ =,/3(1—cosz) cost=./2(1+cosz) cosh’z—sinh’z=1
sin%:l sin§:§ sin%z@ sin 5 =1

sin(ax f) = sinacos B £cosasinf cos(ax ) =cosacosf F sinasinf

5.) Binomischer Lehrsatz

(D)

n
v

n

(CI, + b)n v=0
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