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0 Vorbemerkungen

Schwerpunkt der HM III fiir Ingenieure ist die Differential- und Integralrechnung von Funktionen
mehrerer Verdnderlicher. Partielle Ableitungen, Mehrfachintegrale, Kurven-, Oberflichen- und
Volumenintegrale begegnen dem Ingenieur und dem Ingenieurstudenten i.d.R. wéihrend seiner
gesamten Laufbahn.

Ob bei den partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik, bei Energie- oder
Massenbilanzen, den Maxwellchen Gleichungen, um nur einige Beispiele zu nennen, wird das In-
strumentarium der Differential- und Integralrechnung von Funktionen mehrerer Verdnderlicher
stdndig benotigt.

Beginnen werde ich die Vorlesung mit einem Nachschlag zur HM I bzw. HM II, ndmlich ein-
mal den komplexen Zahle und Eigenschaften von Polynomen, insbesondere Aussagen zu den
Nullstellen und deren Bestimmung, und zweitens einem kurzen Abrifl der gew6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen. Beide Themen wurden in den vergangenen beiden Semestern der HM I und
HM II nur sehr kurz gestriffen, so dafl moglicherweise wichtige Grundlagen zum Verstédndnis der
Themen fehlen, die gewohnlichen Differentialgleichungen aber von solcher Wichtigkeit sind, daf§
man nicht sie nicht ignorieren kann.

Ausgangspunkt fiir die Vorlesung HM IIT fiir Ingenieure war wie bei der HM I und HM II
die Frage, womit der Ingenieur in seiner Arbeit konfrontiert wird. Es entstehen mathematische
Aufgaben u.a. bei

e der mathematischen Modellierung von technischen Prozessen (z.B. chemische Reaktionen,
Rad-Schiene-Systeme, Dampferzeuger),

o der Optimierung von Prozessabliufen,

e der Beschreibung von natiirlichen Phénomenen wie Klima, Umwelt, aber auch z.B. der
Bevélkerungsentwicklung (Populationsdynamik) und

e der Experimentauswertung.

Die genannten Aufagbenstellungen bedeuten konkret

die Losung von Differentialgleichungen,

die Lésung von nichtlinearen Gleichungssystemen,

die Auswertung von Integralen,

die Bestimmung von Extremalstellen von Funktionen,

die Interpolation von Meflwerten und

die ndherungsweise Beschreibung von nichtlinearen Zusammenhéingen durch lineare oder
polynomiale Beziehungen,

womit gleichzeitig die Thematik der HM III-Vorlesung grob umrissen ist. Die Themenabfolge
und die Themenwahl richtete sich nach den in den letzten 3 Jahren gehaltenen ”Hohere Mathe-
matik fiir Ingenieure”-Veranstaltungen [3] meiner Kollegen.

Dieses Skript kann und will nicht die Standard-Lehrbiicher der ”Héheren Mathematik fiir Inge-
nieure” [1], [4], [6], [5] oder [7] ersetzen, soll aber die mathematischen Themen incl. der grund-
legenden Axiome und Definitionen geschlossen, wenn auch weitestgehend ohne sophistische Be-
weise, darstellen. Aus diesem Grund werden im Skript auch Themen angesprochen, fiir die in
der Vorlesung kein Raum bleibt, die aber hinsichtlich einer halbwegs geschlossenen Darstel-
lung interessant sind. Da diese Themen bei Klausuren und Priifungen von Ingenieurstudenten
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nicht gefragt sind, werden die entsprechenden Abschnitte mit einem * versehen, d.h. sie kénnen,

miissen aber nicht gelesen werden.
Da das Skript immer unter Zeitdruck geschrieben wurde, sind Fehler (hoffentlich nicht zu viele)
nicht zu vermeiden.
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1 Differentialrechnung im R”

Der R" ist uns als n—dimensionaler Vektorraum aus der HM I bekannt. Differentialrechnung im
R™ befafit sich vorwiegend mit Eigenschaften von Abbildungen oder Funktionen, deren Definiti-
onsbereich D eine Teilmenge des R” ist, und deren Wertebereich W eine Teilmenge des R™ ist.
Dabei ist der Fall n = m = 1 als Spezialfall eingeschlossen. L.allg. ist jedoch entweder n oder m
eine natiirliche Zahl grofler als 1.

Ein Beispiel fiir eine reellwertige Funktion zweier Verdnderlicher ist die Zustandsfunktion idealer
Gase

p(V,T)=R-VT p:D—-R' ,DCR?,

also ein Gesetz zur Berechnung des Druckes in Abhingigkeit von dem Volumen und der Tempe-
ratur. In diesem Fall ist n = 2 und m = 1. Fiir den R! schreibt man normalerweise abkiirzend
R.

Bevor Abbildungen untersucht werden, ist es erforderlich einige wichtige Eigenschaften von Men-
gen aus dem R” zu behandeln.

1.1 Eigenschaften von Punktmengen aus dem R”

Aus dem R kennen wir die Begriffe "absoluter” Betrag |z| oder |z — y| als Abstand der reel-
len Zahlen z und y auf der reellen Zahlengeraden. Diese Begriffe sollen nun fiir Elemente des
R™ erkliart werden. Zuerst verstindigen wir uns darauf, dafl wir ein Element x € R" in der
Koordinatenform

Z1

)
X = . =1x1€1 + T2€9 + ... + Tp€n

Tn

darstellen, also als Spaltenvektor der Koordinaten, wobei eq,...,e, die kanonische Basis des
n—dimensionalen Vektorraumes R" ist.

Definition 1.1. (Betrag, Abstand)
Sei x € R, dann definieren wir den Betrag oder die Linge von x als

Ix]] = (/a2 4+ 2F + .. + a2 (1)
Als Abstand oder Differenz d der Elemente x,y € R" bezeichen wir
d=lx—yll,

also den Betrag des Differenzvektors. d ist der euklidische Abstand und bedeutet im R" , n < 3,
die kiirzeste Verbindung der Punkte x und y.

Definition 1.2. (Umgebungen)
Die Menge

Kyor = {x]|[x —x0|| <7, "€ R,r >0}

bezeichnen wir als offene Kugelumgebung des Punktes x¢ mit dem Radius 7.
Die Menge

Koor = {x| |[x —x0[]| <, r € R, >0}

bezeichnen wir als abgeschlossene Kugelumgebung des Punktes x¢ mit dem Radius 7.
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Hinweis:

Im R ist eine offene Kugelumgebung einer reellen Zahl 2 genau das offene Intervall (2o — 5, zo +
T

5)5

im R? ist eine offene Kugelumgebung eines Elements (Punktes) xo = ( o

) genau die offene
0

Kreisscheibe
T
Kagr ={( £ ) llo—0)? +(u - w0)? <17}

Definition 1.3. (offene Menge, innerer Punkt)

Eine Menge M C R" heif}t offen, wenn zu jedem Element x € M eine Umgebung K, , gefunden
werden kann, die in der Menge M liegt, also K, C M.

Ein Punkt x € M heif}t innerer Punkt der Menge M, wenn eine Umgebung K , existiert, die
ganz in der Menge M liegt.

Die Menge aller inneren Punkte der Menge M bezeichnen wir mit M.

Definition 1.4. (Haufungspunkt)
Ein Punkt xg € R” heifit Haufungspunkt der Menge M C R", wenn in jeder Umgebung des
Punktes xq, also in K, , r > 0, beliebig, ein Punkt der Menge M liegt. Das bedeutet

MNKg, #0 furaller > 0.

Definition 1.5. (Randpunkt)

Ein Punkt x, heifit Randpunkt der Menge M, wenn in jeder Umgebung K, . sowohl mindestens
ein Punkt der Menge M liegt als auch ein Punkt des R”, der nicht in der Menge M liegt.

Die Menge aller Randpunkte einer Menge bezeichnet man mit M.

Definition 1.6. (abgeschlossene Menge)
Eine Menge M heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthilt.

Definition 1.7. (beschrinkte Menge, kompakte Menge)
Eine Menge M C R™ heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so daf}

|x|| < C, firalle xe M

gilt. Eine Menge M C R™ heifit kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Definition 1.8. (zusammenhingende Menge)
Die Verbindungsstrecke [x,y] der Punkte x und y aus der Menge M ist durch

b, ] += {aln = x + s(y — %), s € [0,1]}
definiert. Mit
[x0, -y Xp] = Uj_y [351,%;]

bezeichnet man einen Polygonzug, der die Punkte xo, ..., x, jeweils durch Strecken verbindet.
Eine Menge M heifit zusammenhiingend, wenn zwei beliebige Punkte x und y durch einen
Polygonzug verbunden werden konnen, so dal alle Punkte des Polygonenzuges zur Menge M
gehoren.
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Definition 1.9. (Folge im R")

Sei a : N — R" eine Zuordnungsvorschrift (Abbildung), die jeder natiirlichen Zahl k£ genau ein
Element a; € R" zuordnet. Den Wertebereich dieser Abbildung nennen wir Folge im R™ und
bezeichnen sie durch

(ag)keN bzw. abkiirzend durch (ag) -

Definition 1.10. (Grenzwert einer Folge im R")
Sei (ay) eine Folge im R™. ay € R™ heifit Grenzwert von (a,) wenn fiir jede Zahl € > 0 ein Index
ko € N existiert, so daf

||ak—a0|| <e€ fiir alle k > ko,
gilt. Wir schreiben dafiir

apg = lim a; oder a; — ag fur £ — oc.
k—o0

Beispiel 1:
Die Menge M = {( z ) |0 <z <1, 1<y <5} ist eine abgeschlossene Menge im R?. AuBerdem

stellt man fest, daB fiir alle Elemente von M
||x|| < 18

gilt. Damit ist M beschrankt und abgeschlossen, also kompakt.

Beispiel 2:
Die Menge

T
M={| v |(£)2 + (%)2 + (%)2 <1, a,b,c positive reelle Zahlen}
a

ist eine offene Menge im R®. Sie ist auBerdem beschriinkt. Geben Sie als Ubung eine Schranke
C an.

Beispiel 3:

vk

Wir betrachten die Folge (ay) mit a; = ( 2 > Als Grenzwert errechnet man

3k2+5k
lim ar = .
k—o00

Bei dieser Berechnung nutzen wir eine niitzliche Eigenschaft aus, die wir im folgenden Satz
fixieren.

W= =

Satz 1.11.
Der Grenzwert einer Folge im R™ existiert dann, wenn die Grenzwerte der Koordinatenfolgen
eristieren. Fiir den Grenzwert gilt dann

limg_, o0 a14
limy,_ o0 agg

lim ar =
k—o00

limy 00 Ank
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1.2 Abbildungen und Funktionen mehrerer Verinderlicher

In der HM I haben wir uns mit der Differential- und Integralrechnung von reellwertigen Funk-
tionen einer Verdnderlichen befafit. Jetzt wollen wir den Funktionsbegriff verallgemeinern.

Definition 1.12. (Abbildung)
Unter einer Abbildung

f:D—->R", DCR", n,meN,

verstehen wir eine Zuordnungsvorschrift, die jedem x € D genau ein Element y € R™ zuordnet,
wobei wir die Schreibweise

y = f(x)

verwenden.

D heifit Definitionsbereich der Abbildung f.

W =1(D) := {y € R"|es existiert ein x € D mit y = f(x)} heifit Wertebereich der Abbildung
f.

Beispiele':
1)
f1($1,$2) IC%
f: RQ — R3, f(.’L'l,LIIQ) = fg(.’l,'l,ivz) = 2.’1)1.’1}2
f3(z1, x2) 3
2)

f:R2 —)Rl, flx1,m0) = x1 + 229 .

Bemerkung 1.13. (Spezialfille von Abbildungen)
Sei f: D — R™, D CR" eine Abbildung.

a) Ist m = 1, bezeichnet man die Abbildung f auch als Skalarfeld oder Funktion.
b) Ist m > 1, bezeichnet man die Abbildung f auch als Vektorfeld.

c) Ist n = 1, bezeichnet man die Abbildung f auch als Kurve?, wobei D ein abgeschlossenes
Intervall aus dem R = R! sein soll.

Bemerkung 1.14. (Abbildungen im R? und R?)
Eine Abbildung f : D — R, D C R? ordnet jedem Punkt der  — y—Ebene einen Wert z zu, so
dafl der Graph

9(f) = {(z,y, f(z,9))|(z,9)" € D}

der Funktion eine Fliche im R3 ergibt.
Bei Abbildungen mit D C R"* , n < 3, verwenden wir verabredungsgemif statt z1,x2,z3 auch
T, Y, 2.

'Wir verabreden, dafl vektorwertige Abbildungen (m > 1) mit dem Schrifttyp ”bold” (fett) bezeichnet werden,
und reellwertige Abbildungen (m = 1) mit normalem Schrifttyp gekennzeichnet werden.

’Die prizise Definition einer Kurve (auch Raumkurve genannt) erfordert noch Diffferenzierbarkeitseigenschaf-
ten, die noch formuliert werden.
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1.3 Kurven im R"

In der Bemerkung 1.13 wurde unter c) der Fall einer Abbildung f : D - R*, D C R, D =1
abgeschlossenes Intervall, hervorgehoben, und f als Kurve bezeichnet. Kurven kennen wir bereits
aus der HM I. Wir haben solche Begriffe wie Bogenldnge und Bogenelement schon fiir Kurven im
R? erklirt, so daf8 viele der folgenden Begriffe einfache Verallgemeinerungen darstellen werden.
Wir wollen im folgenden Abbildungen aus dem R! in den R” mit dem griechischen Buchstaben
~ bezeichnen.

Eine Abbildung v : I — R™ hat als Ergebnis einen Vektor aus dem R™ und wir verwenden die
Schreibweise

v(t) = ) , tel.

Bemerkung 1.15.

Wenn wir von der Stetigkeit einer Kurve sprechen, oder von der Differenzierbarkeit, dann bedeu-
tet dies, daf8 die Koeffizientenfunktionen z;(t), j = 1,...,n, die entsprechenden Eigenschaften
haben miissen.

Differenzierbarkeit auf einem abgeschlossenen Intervall bedeutet die Differenzierbarkeit im In-
tervallinneren und die links- bzw. rechtsseitige Differenzierbarkeit an den Intervallgrenzen.

Definition 1.16. (Kurve, Kurvenstiick)
Eine stetig differenzierbare Abbildung v : I — R heifit Kurvenstiick.
Unter einer Kurve 7 verstehen wir eine endliche Anzahl von Kurvenstiicken v; : [t;_1,%;] = R,
j =1, ..., k, die miteinander verbunden sind, also fiir die
’Y]-l-l(t]) = Vj(tj) ) .7 =1, 7k -1,
gilt.
Man verwendet auch die Bezeichnung

Y= [715’727 a’Yk] ’

und spricht bei v : [tg, tx] = R" von einer stiickweise glatten Kurve.
D.h., an den Nahtstellen der Kurvenstiicke sind ”Ecken” bzw. Nichtdifferenzierbarkeitsstellen
erlaubt.

Satz 1.17. (Ableitungsregeln)
Seien y1,v2 : I — R differenzierbare Abbildungen (komponentenweise zu verstehen), und o, €
R, dann gelten die Regeln

(a) Linearitit
%(om (1) + B12(t) = aqi(t) + Ba(?)

(b) Produktregel fir das Skalarprodukt
d . .
2510 -] = 71(8) - 72(8) + 71(2) - 72(2)
(¢) Produktregel fir das Vektorprodukt(n = 3)

L1 (t) x (0] = Fa(t) x 70) + 7 (1) x 7al0)
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(d) Produktregel fiir Multiplikation mit einer skalaren Funktion o

%[a(t)le ()] = at)m (1) + alt)y1(t)

Als Beispiel einer Kurve im R? soll die Schraubenlinie «y : [0, 7] — R?

cost
y(t) = | sint |, t€0,T]
t

genannt werden.

Definition 1.18. (regulire Kurve)
Sei v : [tg,te] = R™ eine Kurve. Unter (t) versteht man den Vektor der Ableitungen der
Komponentenfunktionen von -y, also

v heifit regulire Kurve, wenn
1y(@)|| # 0 fiir alle t € [tq, 2]
gilt.
Definition 1.19. (Bogenlinge)
Sei 7 : [tg,te] = R™ eine regulire Kurve.
t
s(t) = t 1y (@) dt

bezeichnen wir als Bogenlinge des Kurvenstiicks iiber [t,,t].

Bemerkung 1.20.
Es ergibt sich

L =30 =Kol - 2

ds == [|7(2)]| dt
bezeichnet man das (skalare) Bogenelement.

Definition 1.21. (Tangentenvektor)
Sei -y eine regulidre Kurve. Mit

T
0= Bl

bezeichnet man den Tangentenvektor der Kurve v zum ”Zeitpunkt” ¢.
Die Gleichung der Kurventangente in y(tg) lautet

x(\) = v(to) + \(t)  (AER).
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Schmiegebene

Abbildung 1: begleitendes Dreibein und Schmiegebene

Definition 1.22. (Hauptnormalenvektor und Binormalenvektor)
Ist die Kurve v : I — R3 zweimal (komponentenweise) stetig differenzierbar, reguliir und gilt
t(t) # 0, so nennt man die zu t orthogonalen Einheitsvektoren

n(t) := i Hauptnormalenvektor (3)
eI
b(t) := t(t) x n(¢) Binormalenvektor (4)

und das Rechtssystem® (t(t),n(¢),b(t)) das begleitende Dreibein der Kurve an der Parame-
terstelle ¢.
Die von t(¢) und n(¢) aufgespannte Ebene durch ~(t)

x(A 1) = 7(8) + At(t) + pm(t) (A p €R)

nennt man Schmiegebene der Kurve an der Stelle ¢ (s. auch Abb. 1).

Die Anderungsrate

At 1

also die Anderung des Tangentenvektors entlang eines Wegstiickes beschreibt anschaulich das
mittlere Kriitmmungsverhalten der Kurve im Parameterintervall [¢,¢1]. Mit der I’'Hospital-Regel
erhilt man die

Definition 1.23. (Kriimmungsvektor, Kriimmung)

L i) = 1im 2
— = lim —
5(t) t1—>t As
3Ein System dreier linear unabhingiger Vektoren (a,b,c) heiit Rechtssystem, wenn fiir das Spatprodukt
det(a,b, c) > 0 gilt.
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Definition 1.34. (partielle Ableitung)
Sei die Funktion f : D — R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. Existiert der
Grenzwert

lim f(:El, o Zj—1,%5 + h, Tjt1y - :I:n) — f(:vl, ey Ly eeny :L'n)
h—0 h

i SOt hej) — f(x)
h—0 h

dann ist die Funktion f an der Stelle x partiell differenzierbar und durch den Grenzwert ist die
partielle Ableitung

0F() _ | flx-+he) — ()
Oz, T h50 h

von f an der Stelle x definiert.

f ist partiell differenzierbar auf A C D , A offen, wenn f in allen Punkten x € A partiell
differenzierbar ist.

f ist partiell differenzierbar, wenn f auf D partiell differenzierbar ist.

Fiir die partielle Ableitung nach z; wird auch die Bezeichnung f,; verwendet.

Definition 1.35. (partielle Differenzierbarkeit)
Sei die Funktion f : D — R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. f ist heifit
partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren.

Definition 1.36. (stetige partielle Differenzierbarkeit)
Sei die Funktion f : D - R, D C R", wobei D eine offene Menge ist, gegeben. f ist stetig
partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und zugleich stetig sind.

Bemerkung 1.37. (Differentiationstechnik)

Es ist selbstverstindlich méglich, partielle Ableitungen geméfl Definition iiber die Berechnung
des entsprechenden Grenzwertes zu berechnen.

Meistens geht es aber auch einfacher. Zur praktischen Berechnung der partiellen Ableitung einer
Funktion f nach z; werden die Verénderlichen z;, 1 = 1,...,n,% # j, also alle Verénderlichen au-
Ber z;, als Parameter behandelt und unter Anwendung der bekannten Differenzierbarkeitsregeln
die Ableitung nach z; gebildet.

Beispiele:
1) Gegeben ist die Funktion f(z,y,z) = xsinzcos(yz). Fir die partiellen Ableitungen nach
z,1, z berechnen wir

aJ(;EEX) = sinz cos(yz) + z cos x cos(yz),
8];;) = —zsinzsin(yz)z,
of(x) _ o
o — zsinz sin(yz)y .
2) f(z,y,2) =2?Inz 4+ yz + yz, © > 0.
ox 9y 0%

Wenn alle partiellen Ableitungen einer Funktion f existieren, kann man den Gradienten der
Funktion bilden. Er ist wie folgt definiert:
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Definition 1.38. (Gradient einer Funktion)
Sei f: D — R, DCR" D offen, partiell differenzierbar. Dann nennt man

grad f(x) :== ‘%2_ eR"

den Gradienten der Funktion f.
Die Abbildung grad f : D — R" ist eine vektorwertige Abbildung, d.h., jedem x € D wird mit
grad f(x) ein Vektor aus dem R" zugeordnet.

Wir merken an, daf} die partielle Ableitung einer Funktion f wiederum eine Funktion ist, und
zZwar

ﬁ:D—)R,
a.’IIj

also kann man g(x) := ngj(x) evtl. wieder partiell differenzieren. Wenn ¢ nach z; partiell diffe-

renzierbar ist, dann existieren "hohere” partielle Ableitungen von f.

Definition 1.39. (hdhere partielle Ableitungen)
Sei f: D — R, D CR" D offen, partiell differenzierbar. Falls die partielle Ableitung

9 9f
8.’172' B.Tj
existiert, nennt man
i

fa?il"j (x) :

.:a—xi

(57-)(x)

Bwj

zweite partielle Ableitung von f nach z; und z;. Existieren alle 2. Ableitungen, also fiir ¢, j =
1,2,...,n, nennt man f 2-mal partiell differenzierbar.
Hohere Ableitungen (k—te Ableitungen) werden entsprechend rekursiv definiert.

Zur Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei der Bildung hoherer partieller Ableitungen betrachten
wir den folgenden Satz.

Satz 1.40. (Satz von Schwarz)
Ist eine Funktion f : D — R, D C R" p-mal stetig differenzierbar, so kann man in allen
partiellen Ableitungen

ok f

_— = . ) mit 1<k<
Osy sy By T =P

die Reihenfolge der x;,, z;,, ..., z;, beliebig dndern, ohne daf sich die partiellen Ableitungen dabei
dndern.
Die Indizes i1,19, ..., sind dabei beliebige Elemente der Menge {1,2,...,n}.

Bemerkung 1.41.
Ist f eine Funktion mit zwei Verdnderlichen, dann gilt im Falle der 2-fachen stetigen Differen-
zierbarkeit

*f _ &f

oxdy  Oyoz
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Definition 1.42. (partielle Ableitung einer vektorwertigen Abbildung)
fi1(x)
fa(x)

Seif: D — R™, D CR", D offene Menge, f(x) =

fm(x)
f ist partiell differenzierbar in xg € D, partiell differenzierbar auf A C D bzw. partiell differen-
zierbar,
wenn f; partiell differenzierbar in x¢g € D, partiell differenzierbar auf A C D bzw. partiell
differenzierbar ist fiir alle j = 1,2,...,n.

1.6 Ableitungsmatrix und Hesse-Matrix

Durch
fl(xlﬂx%'"amn) 1
f2 L1,T2y -3 L Hi)
f(x) = ( . n) ; X = . €D,
fm(z1, 22, ...y ) Zn

sei eine Abbildung beschrieben, die in x( partiell differenzierbar ist. Damit existieren alle Ab-
leitungen

0fi
Oz

(x0), i=1,2,...,m, j=1,2,....,m,

und man kann die Ableitungsmatrix wie folgt definieren.

Definition 1.43. (Jacobi-Matrix)
Seif: D — R™ D CR", in xq partiell differenzierbar, dann heifit die Matrix

9h  ofr Af1
o1 Oz Tt Oy,
on  ob . of
f/(xo) — 6.$1 0x2 oy, (11)
Ofm  Ofm Ofm
ox1 Ors " Oxn

Ableitungs- oder Jacobi-Matrix von f in xg.

Beispiel:
Wir betrachten die Abbildung

_( fi(z1,72,23) \ _ ( 71cos(z273)
f(x) = - 2 2 2 |
f2($1,$2,.’1)’3) 1 — Ty +.’E3
also eine Abbildung vom R? in den R?. Die Ableitungsmatrix ergibt sich zu

f/(x) = cos(zor3) —wiw3sin(zazs) —z122sin(Tax3)
2$1 —2x2 2.’E3 :

Betrachten wir nun eine Funktion f : D — R, D C R", diein x € D 2-mal partiell differenzierbar
sein soll. Dann existieren die Ableitungen

o of  &f

8—1‘1' 8—11,‘] N 8.’Eial‘j’

Damit kann man die Hesse-Matrix wie folgt definieren.

,7=1,2,..,n.
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Definition 1.44. (Hesse-Matrix)

Die Matrix
_90F >’f _f
Ox10x1 Ox10x2 """ 0x10%n
62 2 a2f
Hf (X) .— 6:1:2.(9.261 02012 e 00T, (12)
_of 9 o’ f
Oxndxr1 Oxpdre " OxnO0xn

heiflt Hesse-Matrix der Funktion f.

Aufgrund des Satzes 1.40 ergibt sich fiir die Hesse-Matrix die Folgerung

Korollar 1.45.
Die Hesse-Matriz einer 2-mal stetig differenzierbaren Abbildung ist symmetrisch.

Beispiel:
Betrachten wir die Funktion

f(x) = z122 cos x3.
Fir die Hesse-Matrix errechnet man

0 COS T3 —x9 Sin s
Hy = COS T3 0 —xqsinzs
—Zosinry —x1SinT3 —X1ToCOSIT3

1.7 Differenzierbarkeit von Abbildungen

Definition 1.46.
Eine Abbildung f : D — R™, D C R”, heifit in einem inneren Punkt xy von D differenzierbar,
wenn sie in xg partiell differenzierbar ist und in der Form

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + k(x) (13)
geschrieben werden kann, wobei k : D — R™ eine Abbildung ist, fiir die

im = KGO _ (14)
x=xo - [[x = x|
gilt.
f heiBt differenzierbar in A C D, wenn f in jedem Punkt von A differenzierbar ist. Im Falle
A = D heifit f eine differenzierbare Abbildung.

Bemerkung 1.47. (reelle Funktion)
Ist f eine reellwertige Funktion mit einer verdnderlichen Variablen, kann man die Beziehung
(13) umschreiben zu

f(x) — f(:I"O) o fl(-TO) — k(x)

T — Tg T —x9

Die Forderung, daf§ f(—w) fiir x — zg gegen Null strebt, ist im vorliegenden Fall gleichbedeutend

—
mit der Beziehung

1o 1@) = (o)

T—To r — X9

= fl(x())a
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also der Differenzierbarkeit von f an der Stelle zg € R.

Da fﬁ—?o fiir £ — xo gegen Null strebt, reicht es nicht aus, wenn k(z) = O(|z — z¢|) gilt, sondern

es muf
k(z) = O(|lx — zol”) mit v>1
gelten. k(z) muf also iiberlinear fiir z — zy gegen Null streben.
Mit dem folgenden Satz hat man ein Kriterium, was in den meisten praktischen Fillen zur

Uberpriifung der Differenzierbarkeit von Abildungen genutzt werden kann.

Satz 1.48.
f:D—>R™ DCR", ist in dem inneren Punkt xg aus D differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen von £ in einer Umgebung von xq ezxistieren und in Xq stetig sind.

1.8 Differenzierbarkeitsregeln und die Richtungsableitung
Satz 1.49. (Regeln fiir differenzierbare Abbildungen)

a) Linearitit
Sindf:D - R™ undg:D — R"™, DCR", differenzierbar in xg, so ist auch Af + pg (A
und p reell) in xq differenzierbar, und es gilt

(M + ug)'(x0) = AM'(x0) + pg'(x0) -

b) Kettenregel
Es seih:C — D, (mit C C R*, D C RP) differenzierbar in xg € C und f : D — R™
differenzierbar im Punkt zy = h(xg).
Dann ist auch foh : C — R™ in xq differenzierbar, und es gilt

(f o h)’(x0) = f'(z0)h'(x0) .

Beispiel:
Wir betrachten die Funktion f : R2 — R, f(z1,z2) = x?sinzs, und die Abbildung h : R —

R2, h(t) = ( C‘Z?‘ft ) . Die Ableitung von

y = foh(t) = f(hi(t),ha(t)) = cos tsint?

kann man nun nach der Kettenregel wie folgt berechnen.
Fiir f' berechnen wir

f'(@1,%2) = [2x1 sin g, 27 cos x]
und fiir h'
1y [ —sint
W = pE )

Nach der Kettenregel ergibt sich

y' = (foh() = f'(hi(t), ha(t)) ' (2)



1 DIFFERENTIALRECHNUNG IM R¥ 21

—sint

= [2costsint?, cos? ¢ cos t’] ( 342

) = —2sintcostsint® + 3t2 cos’ tcost> .

Wenn wir nun eine Funktion f : D — R" betrachten, die im Punkt xq differenzierbar sein soll,
und eine Funktion

h:R—->R', h(t)=x¢+ta, acR",
dann errechnet man h'(t) = a fiir alle ¢ € R. Die Anwendung der Kettenregel ergibt fiir f o h

(f oh)'(0) = f'(x0)a.

h(t) beschreibt eine ”Gerade” in R* durch xy in Richtung a, was man sich am besten im R?
oder R? anschaulich klar macht. Aus diesem Grunde nennt man f’(xg)a = grad f(x¢) - a auch
Richtungsableitung, wobei man |a| = 1 fordert.

Eine allgemeinere Definition der Richtungsableitung, die die Differenzierbarkeit von f nicht
fordert, wird nun formuliert.

Definition 1.50. (Richtungsableitung)
Sei f: D — R, D C R™ und ein Vektor a € R” mit |a| = 1 gegeben. Existiert der Grenzwert

lim %[f(xo +ta) — f(x0)] ,

dann nennt man

O (xo) 2= lim £ [ xo + ta) — f(xo)]

die Richtungsableitung der Funktion f an der Stelle xy in Richtung a.

Korollar 1.51.
Sind die partiellen Ableitungen von f in xq stetig*, dann gilt fir die Richtungsableitung von f
in Richtung a

%(Xo) =grad f(xo) -a.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf§ die partielle Ableitung einer Funktion f nach z;
genau die Richtungsableitung von f in Richtung e; ist, denn es ist
of f(xo +tej) — f(xo) _ Of

%(Xo) = lim y = a—ej(xo) :

Beispiel:
Zu bestimmen ist die Richtungsableitung der Funktion f : R® — R, f(x) = z?cos(zy)e? im
Punkt (1,0,1) in Richtung a = L3(1, 1,1)T. Es ergibt sich

grad f = (2z cos(xy)e® — 22y sin(zy), —z3 sin(zy)e?, 22 cos(zy)e?) T |

und damit

95 (1,0,1) = (2¢,0,¢)"

5 (1,1, )T = L s,

1
V3 V3

“Damit folgt die Differenzierbarkeit von f in xq.
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1.9 Lineare Approximation

Bei komplizierten nichtlinearen funktionalen Zusammenhéngen interessiert die Frage, ob man
die entsprechende Funktion zumindest in der lokalen Umgebung eines Punktes x¢ des Definiti-
onsbereiches durch eine recht einfache Approximation annihern kann.

Aus der Beziehung (13) wird ersichtlich, dal die Abbildung f in der Nihe des Punktes x¢ durch
die Abbildung g: D — R™,

g(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) (15)

ersetzen kann, ohne wegen der ”Kleinheit” von ||k(x)|| einen allzu grofien Fehler zu machen.
Die durch (15) definierte Abbildung g nennt man Tangentenabbildung oder lineare Appro-
ximation von f in xg.

Betrachten wir zur Veranschaulichung eine differenzierbare Funktion f : D — R, D C R?, dann

ergibt sich in x¢ = ( zo ) die Beziehung
0

r — Xy

F@w) = foow) + oo yteos)] (5750 ) + ko) (16

= f(zo,y0) + fa(zo, yo)(z — z0) + fy(zo,v0) (v — yo) + k(z,y),
und die Tangentenabbildung
9(z,y) = f(zo,%0) + fz(z0,y0) (= — o) + fy(T0,y0) (¥ — Yo) -

Man iiberlegt sich nun, dal der Graph von g eine Ebene, die wir Tangentenebene nennen, mit
den folgenden Eingenschaften ist:

a) die Ebene beriihrt im Punkt P = (z, yo, (20, y0)) den Graphen der Funktion f, also ist
(an Yo, g($0’ yO)) = ($07 Yo, f($05 yO)) )

und sie schmiegt sich wegen der Kleinheit von k(z,y) an den Graphen von f,

b) die Tangenten an den Funktionen f*(x) := f(z,yo) an der Stelle ¢ und f**(y) := f(zo,y)
an der Stelle yg liegen in der Ebene,

c) in der unmittelbaren Umgebung von x¢ = ( ZO ) stellt die Ebene wegen der Kleinheit
0

von k(z,y) eine gute Ndherung der Funktion f dar.
Korollar 1.52.
Die Funktion f : D — R, D C R?, ist genau dann in xo = ( 20 ) differenzierbar, wenn es eine
0

Tangentenebene an den Graphen von f in xq¢ gibt.

Beispiel:
Betrachten wir die Funktion f(z,y) = zsiny + ysinz. Gesucht ist eine lineare Approximation
durch die Tangentenebene in der Umgebung des Punktes xo = (5,0). Mit

f'(x) = [siny + ycosz , Tcosy + sinz]

erhalt man
T rz—I
= —+1 2 =(=4+1)y.
9(z,y) 0+[0,2+]( y ) (5 + 1y

Die Ebenengleichung in der aus der HM I bekannten parameterfreien Form (z = g(z,y)) lautet
also

s
(E-I-l)y—z:O.
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1.10 Totales Differential

Ebenso wie im Fall der Funktionen einer reellen Verdnderlichen ist fiir Funktionen mit mehreren
Variablen eine Naherungs-Formel fiir die Differenz

Az := f(x) = f(xo)

fiir eine differenzierbare Funktion interessant. Ausgehend von der fiir differenzierbare Funktionen
giiltigen Darstellung

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + k(x)
ergibt sich fiir Az
Az = f'(x0)(x — x0) + k(x) .

Da ||k(x)|| fiir kleine ||x — x¢|| sehr kleine Werte hat, gibt f'(xo)(x —x¢) in guter Ndherung die
Abweichung Az des Wertes f(x) von f(xg) an.
Wir wihlen, wie in der Physik und Ingenieurwissenschaft iiblich, die Bezeichnungen

dx :=x — X9 und dz := f'(x0)dx . (17)
Mit der Komponentendarstellung

d.’El

d.’L'Q
dx =x —xg9 =

dz,

kann man (17) ausfiihrlicher schreiben.

Definition 1.53. (totales oder vollstindiges Differential)
Die durch

n

of
dz = ]; aTj(xo)davj (18)

beschriebene lineare Funktion mit den reellwertigen Variablen dx1, dxs, ..., dz, heifit das vollstindi-
ge oder totale Differential von f in xy. Die Funktion wird auch durch df : R* — R mit der
Funktionsgleichung

"0
df (dzy1,dzs, ...,dzy) = E ﬁf_(xo)dwj (19)
j=1 """

symbolisiert.

Mit der Verabredung

o Of
oz; = Oz; 0
wird das vollstdndige Differential auch durch die Gleichung
n
0z
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in einer Schreibweise angegeben, die in Physik und Technik sehr gebriuchlich ist.

Das vollstindige Differential hat Bedeutung in der Abschitzung von Meffehlern. Betrachtet
man z.B. eine Funktion f(z,y) und méchte man etwas zum Fehler bei der Berechnung des
Funktionswertes an der Stelle (zg,yo) wissen, wenn zy und yo mit den Fehlern dz = z — 2y baw.
dy = y — yo behaftet sind, dann kann man das totale Differential nutzen. Dazu schreiben wir
das vollstéindige Differential von f an der Stelle (zg, yo) auf und erhalten

0
i = df o, ) = 5L (w0, 0) o+ 2 (o)
Damit kann man die Auswirkung der Fehler dz und dy auf den Fehler im Funktionswert
abschitzen. Man erhilt mit

0 0
(@) = £ (oo, 90)| = ldz] < |5 (@o,w)lldel + |5 o, )l

die gewiinschte Fehlerabschitzung. Hier sei darauf hingewiesen, dafl man bei Fehlerabschétzun-
gen genau wie im Fall des totalen Differentials einer Funktion einer reellen Verdnderlichen zwi-
schen relativen (%‘) und und absoluten Fehlern (|dz|) unterscheidet.

Beispiel:

Ein weiteres Anwendungsbeispiel fiir das vollstdndige Differential ist die ndherungsweise Berech-
nung von 2,02301,

Wir fithren dazu die Funktion
ein und ermitteln f(2,02, 3,01) niherungsweise durch f(2,3) + df, wobei

_ %(2,3)@: + 97 (9 3)dy

df 5

mit dz = 0,02 und dy = 0,01 ist. Die partiellen Ableitungen von f lauten

af _ y—1
or v

bzw. 8—f =2Y%Inz,
Ay

und man erhilt

2,023% = £(2,02, 3,01) ~23+3-22.0,02+2°In2-0,01 ~ 8,295 .
Auf meinem Taschenrechner habe ich fiir 2,023 das Ergebnis 8,3 erhalten, wobei ich nicht
genau weif}, wie mein Taschenrechner zu dem Ergebnis gekommen ist.

1.11 Taylorformel und Mittelwertsatz

Ziel dieses Abschnitts ist die ndherungsweise Darstellung einer (p + 1)—mal stetig partiell dif-
ferenzierbaren Funktion f : D — R, D C R"?, als ein spezielles Polynom p—ten Grades. Ein
solches Polynom 148t sich i.d.R. leichter berechnen als die Funktion und nihert zweitens die
Funktion genauer als die lineare Approximation.
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1.11.1 Taylorformel im R”

Wir benétigen zur Aufstellung der Taylorformel einige Hilfsmittel. Mit

dz1

5

fithren wir den sogenannten Nabla-Operator als symbolischen Vektor ein®. Die formale skalare

Multiplikation des Nabla-Operators mit einem Vektor h € R"
hy
ha
h .= .
by,
ergibt mit

G, d G, - 9
heVi=hj— 4 hy— A . P
Vg g bt g ]2 I 9z,

einen Operator, den man auf die Funktion f anwenden kann. Man erhéilt

(h- Z ]ij

Unter der k—ten Potenz von h - V wollen wir den Operator

( ) . Z ne e 8.’13i1 8.7712633%
11,862,000 =1

verstehen. In der Summe wird iber alle k—Tupel (i1, 2, ..., i) mit i1,49,....7% € {1,2,...,n}
summiert, so daB die Summe n* Glieder hat.

Fiir K = 2 erhalten wir zum Beispiel

Z hihs g oz, 63:18951

,5=1

62 2 2 2

0 0
=hihi—— 92,021 + hihe m——F— 9210, + hohy m——F— 92907, + hohg 929035

und angewandt auf die Funktion f erhalten wir

o’ f 0% f
3371(9.’131 + h1h2 al'laxg + h2h1 6:1028:51 h2 8:1728.’E2 )

(h - V)Qf(x) = h1h1

Die Anwendung von (h - V)¥ auf f ergibt

n

ok f
(h-V)kf(x): Bl ey — =4
il,izgk:1 11 /iy (7 8.%118.’13128:1;%

®Der Name Nabla-Operator rithrt von einem hebriischen Saiteninstrument her, das in etwa die Form des
Nabla-Zeichens hat.
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Hat man mit a und h beliebige Vektoren aus dem R” gegeben, so bezeichnen wir mit
[a,a+h]={x=a+sh|0<s<1}

die Verbindungsstrecke der Punkte a und a + h. Im R? und R® entspricht das den iiblichen
Vorstellungen der kiirzesten Verbindungsgeraden zwischen a und a+ h. Mit den eben definierten
Begriffen kann nun der Satz von Taylor im R" formuliert werden.

Satz 1.54. (Taylorformel im R")

Die Funktion f: D — R, D CR" sei (p+ 1)—mal stetig partiell differenzierbar, und [a,a + h]
sei eine im Inneren von D liegende Strecke.

Dann gilt die Taylorformel

fla+h) = f(a) (21)
4 q3(h VIS (@) + (b V) (@) + ok (e V) (@) + Rl h)
mit dem Restglied
R(a,h) = /0 a ;!3)p (h- V)P f(a+ sh) ds . (22)
Es ergibt sich die Abschdtzung
Ra ) < B g 1S e (2 s (23

(p+ 1! o<s<1

11,02, 0p+1=1

Definition 1.55. (Taylorpolynom p—ten Grades)

Die Funktion f : D -+ R, D C R” sei (p + 1)—mal stetig partiell differenzierbar, und [a, a + h]
sei eine im Inneren von D liegende Strecke.

Dann heifit

Ty(a+h):= f(a) + %(h -V)f(a) + ...+ %(h -V)Pf(a) (24)

Taylorpolynom p—ten Grades an der Stelle a.
Wenn wir x = a + h und x¢ = a setzen, erhalten wir fiir das Taylorpolynom p—ten Grades

Ty(x) = £(%0) + (- V) (x0) + o + ]%(h VP f(xo) (25)

wobei h = x — xq ist.

Fiir p = 0 folgt aus der Taylorformel der folgende Satz.

Satz 1.56. (Mittelwertsatz)
Ist f: D - R, D C R" einmal stetig partiell differenzierbar, und ist [a,a + h] eine im Inneren
von D liegende Strecke.

Dann gilt
1
fla+h)— f(a) :/ (h-V)f(a+sh)ds, (26)
0
sowie
[f(a+h) — f(a)| <|Ih|| sup ,|>_ |fz(a+sh)?. (27)
0<s<1

i=1
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1.11.2 Taylorpolynom 2. Grades

Der Formalismus beim Taylorpolynom p—ten Grades ist, wie die obigen Vorbereitungen und
die mehrfache Summierung zeigen, recht aufwendig. Gliicklicherweise benétigt man in der Regel
nur Taylorpolynome bis zum 2. Grad. Zum Taylorpolynom 1. Grades bleibt nur anzumerken,
daB8 es gleich der Tangentenabbildung g(x) ist, die wir im Zusammenhang mit der linearen
Approximation behandelt haben (zur Ubung sollte man sich dies allerdings mit der Definition
(24) klar machen).

Fiir das Taylorpolynom 7T5(x) gibt es ebenfalls eine recht einprigsame Darstellung.

Satz 1.57. (Taylorpolynom 2. Grades)
Das Taylorpolynom 2. Grades einer Funktion f an der Stelle xo kann man in der Form

Ta(ox) = F(x0) + grad f(xo) - (x — xo) + 5 (x — x0)" H(x0) (x — x0) (28)

darstellen, wobei Hy die Hesse-Matriz der Funktion f ist.

Fiihrt man die skalare Multiplikation grad f(xg) - (x — x¢) und das Matrixprodukt

(x —x0)T Hy(x0)(x — x0) der Darstellung (28) aus, erhéilt man die Beziehung (25) fiir p = 2.
Beispiel:

Betrachten wir wiederum die Funktion f(z,y) = z siny+ysinz. Gesucht ist eine Approximation
mit einem Taylorpolynom 2. Grades. Als Entwicklungspunkt nehmen wir xo = (%,0). Weiter
oben haben wir

f'(x) = [siny + ycosz , Tcosy + sinz]
gefunden. Fiir die Hesse-Matrix erhalten wir

. —ysinz cosy + cosx
F=\ cosy+cosz —zsiny

Damit kénnen wir das Taylorpolynom 2. Grades aufschreiben und erhalten

Ty(x) = f(=,0)+grad f(

[\&]
e

0+ 5= Fwmgo (7))

= Growrse-30 (5 o) (°,F)
= Ctytyla— Sty 3]
= y+uzy

1.12 Satz iiber implizite Funktionen

Wir haben bisher an verschiedenen Stellen implizite funktionale Zusammenhénge der Form
flz,y) =0 oder allgemein f(x)=0, xeR"

benutzt. Z.B. hatten wir als Losung einer DGL
_ =%
y = Cle 292
bzw.

2

fly.@) =y~ Cre 27 =0
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erhalten. Es stellt sich dann die Frage, unter welchen Voraussetzungen man f(z,y) = 0 nach
y eindeutig ”auflésen” kann. Das mufl keineswegs der Fall sein, denn moglicherweise gibt es
iiberhaupt keine Losung der Gleichung f(x,y) = 0, oder zu einem z existieren mehrere y—Werte,
so daB f(z,y) = 0 ist. Uberhaupt nicht auflésbar ist z.B. die Gleichung

flz,y) =2 +y*+1=0,
und die Gleichung
fl@y) =a®+y*—1=0

hat fiir den z—Wert 0 die beiden y—Werte y = 1 und y = —1, so dafl man aufgrund der
Mehrdeutigkeit nicht von einer Funktion y = y(z) sprechen kann.
Antwort auf die gestellten Fragen gibt der Satz iiber implizite Funktionen.

Satz 1.58. (Satz diber implizite Funktionen, zweidimensionaler Fall)
Essei f: D - R, D C R?, D offen, eine stetig differenzierbare Funktion. Fir einen Punkt
(x0,y0)" € D sei

f(wo,90) =0 und %(x()ayO) #0. (29)

Damit folgt

a) Es gibt ein Intervall U um xo und ein Intervall V. um yo mit der Eigenschaft:
Zu jedem z € U exzistiert genau einy € V mit

flz,y) =0.

Jedem x© € U ist auf diese Weise eindeutig ein y € V' zugeordnet. Die dadurch definierte
Abbildung g : U — V', mit der Funktionsgleichung y = g(z), erfillt die Gleichung

flz,y(x)) =0 fir alle z €U .

b) g ist stetig differenzierbar, und es gilt fir jedes x € U:

of xz xz
o) = - B0.06)

gL = 0, 30
9 (a,g(x)) B0

Die entscheidende Voraussetzung des Satzes ist g—;(xo,yo) # 0. Das wird auch deutlich, wenn
wir uns die grobe Beweisidee ansehen.
Wenn wir die verkettete Funktion

flz,y)  mit  y=g(z)
nach z differenzieren, erhalten wir mit der Kettenregel

Hpoy = OFde  Ofdy _ Of  0f dy
f(x’y)_awdm Bydx_8m+8ydx' (31)

Unter der Voraussetzung g—Z(x, y) # 0 kénnen wir nun y" aus der Gleichung (31) bestimmen und

erhalten

L@

o (2, 9(c))



1 DIFFERENTIALRECHNUNG IM R¥ 29

Die Voraussetzung g—g(wo, yo) # 0 ist auch entscheidend fiir den Nachweis von Behauptung a).
Beispiel 1:
Betrachten wir die Gleichung

f(a:,y):mQ—y2+1:0, z,y ER.

Fiir einen beliebigen z—Wert erhiilt man immer zwei y—Werte, und zwar y = v/z2+ 1 und
y = —vVz2 + 1. Wendet man den Satz iiber implizite Funktionen an, stellt man

of _

oy
fest, und damit die eindeutige Auflosbarkeit in Punkten (z,y) mit y # 0. In Punkten des Typs
(z,y) = (z,0) mit f(z,y) =0 kann man nicht eindeutig nach y auflésen.

Beispiel 2:
_ 2%
f(ya‘r) :y_Cle 2v° :07
also unsere "implizite” Losung einer DGL. Wir rechnen

of 2 _2?
2 — 1 2_0 22
Oy + 2y3 e =

aus und haben mit

z? =%
1 =+ 22—y301€ 2y2 ?é 0

eine Bedingung fiir die Auflésbarkeit nach y.

Satz 1.59. (Satz iiber implizite Funktionen, allgemeiner Fall)
Durch f(x,y) = f(z1,22,...,Tpn,Yy) sei eine stetig differenzierbare Funktion von einer offenen

Menge D C R*! in R beschrieben. Fiir einen Punkt ( ZO ) € D gelte
0

f(x0,%0) = 0.
Weiterhin sei

Jy(X0,90) # 0.
Dann folgt:

a) Es gibt eine Umgebung U C R" um xo und ein Intervall V. um yo mit der Eigenschaft:
Zu jedem x € U existiert genau einy € V mat

flx,y)=0.

Jedem x € U ist auf diese Weise eindeutig ein y € V' zugeordnet. Die dadurch definierte
Abbildung g : U — V mit der Funktionsgleichung y = g(x) erfillt die Gleichung

f(x,y(x)) =0 fir alle xeU,

b) g ist stetig differenzierbar, und es gilt fiir jedes x € U:

oy Aot
9 ) = T (g ) 2



1 DIFFERENTIALRECHNUNG IM R¥ 30

1.13 Extremalaufgaben ohne Nebenbedingungen

Maxima und Minima von Funktionen mehrerer reeller Variabler lassen sich analog zum Fall der
Funktion einer reellen Variablen mit Mitteln der Differentialrechnung im R"® gewinnen.

Definition 1.60.
Essei f: D — R, DCR" gegeben. Ist xg € D ein Punkt, zu dem es eine Umgebung U mit

f(x) < f(xo0) fir alle x € UND, x # x,

gibt, so sagt man: f besitzt in x( ein lokales Maximum.
Der Punkt xq selbst heifit eine lokale Maximalstelle von f.
Steht 7 <” statt 7 <”, wird xg als echte lokale Maximalstelle von f bezeichnet.

Analog zur Definition des Maximums und der Maximalstelle werden Minimum und Minimalstelle
(">” bzw. ">" statt ”<” bzw. ?<”) definiert.

Maximal- und Minimalstellen nennen wir allgemein Extremalstellen oder -punkte.

Wir formulieren nun eine notwendige Bedingung fiir eine Extremalstelle.

Satz 1.61. (notwendige Bedingung)
Ist xy € D Extremalstelle einer partiell differenzierbaren Funktion
f:D—=>R DCR, sogilt

f,(XO) = 01
d.h., simtliche partiellen Ableitungen von f verschwindenS.

Beweis.
Es sei xg = (19, %20, ..., Zno)’ Extremalstelle von f. Wir definieren die Funktion

9(zk) = f(Z105 -y Th=10, Tk Th+105 -, Tno) Kk € {1,2,...,n},
als Funktion einer Verédnderlichen. Die Funktion g hat in xg natiirlich ein Extremum, also folgt

a—f(xo)a

0=d(zx =
g ( ]CO) 8$k
womit der Satz bewiesen ist. O

Bemerkung 1.62.
Der Satz 1.61 besagt, da} die Losungen xy des Gleichungssystems

fscj (XO) = 0; .7 = 1a2a -y 10,

Kandidaten fiir Extremalstellen sind. Ob x( tatsichlich Extremalstelle ist, kann man mit dem
folgenden hinreichenden Kriterium iiberpriifen.

Satz 1.63. (hinreichende Bedingung)
Ist f: D— R, DCR" zweimal stetig differenzierbar, so folgt:
Ein Punkt xg € D mit f'(x¢) = 0 ist eine

e cchte Mazimalstelle, falls (z - V)?f(xq) < 0,

e cchte Minimalstelle, falls (z - V)?f(xq) > 0,

6Mit D sollen im folgenden die inneren Punkte von D bezeichnet werden.
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fir allez € R",z # 0.

Beweis.
Wir nehmen (z - V)2 f(xg) > 0 fiir alle z # 0 an. Nach der Taylor-Formel gilt

1 1
Flro-+2) = Fx0) + [ro)at 5 [ (1= 9)(a- V)27 (xo +52) ds.

und wegen f'(x¢) =0

flxo+2) = fxa) + 5 [ (1= s)(a VP o+ sm) ds. (33)

Aufgrund der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitung gibt es eine Kugelumgebung U C D
von X mit
(z-V) f(xo+s2z) >0 fir xg+sz2€U,z#0,0<s<1.

Wihlt man z dabei fest, dann nimmt (z - V)2 f(xq + sz) fiir ein s € [0, 1] sein Minimum c an
(weil (z - V)2 f(xo + sz) eine stetige Funktion in s ist), also gilt

(z-V)?f(xo+s2) >c>0 fiiralle s¢l0,1].

Damit erhélt man aus (33)

1
f(xo+z)—f(xo)z§/0 (1 s)eds= >0,

also f(xg + z) > f(xo) fiir jedes xg + z € U, z # 0. x¢ ist damit eine echte Minimalstelle.
Durch Ubergang von f zu — f erhélt man die entsprechende Aussage fiir echte Maximalstellen.
O

Bemerkung 1.64.
Aus dem Satz von Taylor wissen wir, daf$ der Ausdruck (z- V)2 f(xo) mit Hilfe der Hesse-Matrix
in der Form

(2 V)*f(x0) = 2" Hy(x0)z (34)

aufgeschrieben werden kann. Damit kann man die hinreichende Bedingung auch anders formu-
lieren.

Satz 1.65. (hinreichende Bedingung)
Ist f: D= R, DCR" zweimal stetig differenzierbar, so folgt:
Ein Punkt xg € D mit f'(x¢) = 0 ist eine

o echte Mazimalstelle, falls die Figenwerte der Hessematriz H(xo) alle negativ sind,
e cechte Minimalstelle, falls die Eigenwerte der Hessematriz H¢(xq) alle positiv sind,

Beweis.
Fir die Eigenwerte A von Hy(xo) gilt

Hp(xo)x = Mx,
wobei x Eigenvektoren sind. Die skalare Multiplikation von links mit x” ergibt
x! Hp(x0)x = Allx]|? .

Sind die Eigenwerte alle kleiner als Null, so folgt aus der Negativitidt der linken Seite, daf eine
Maximalstelle vorliegt. Bei der Positivitit der Eigenwerte schlufifolgert man analog, daf§ eine
Minimalstelle vorliegt. O
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Fiir eine reellwertige Funktion f : D — R, D C R? kann man die hinreichende Bedingung fiir
eine Extremalstelle auch folgendermaflen formulieren.

Satz 1.66.
Ist die reellwertige Funktion f : D — R, D C R? zweimal stetig differenzierbar auf D C R?, so

folgt:
Fin Punkt x¢ = ( zo ) € D mit
0

%(wo,yo) =0, g—z(wo,yo) =0 (35)
und
fuah— >0 in (20 (36)
18t eine

e cchte Mazimalstelle, falls f.(z0,y0) <0 gilt,
e cchte Minimalstelle, falls fyo(xo,y0) > 0 gilt.

Beweis.

Der Beweis des Satzes 1.66 ergibt sich aus der Auswertung der Forderung, dafl die Eigenwerte
der Hesse-Matrix von f alle positiv oder negativ sein miissen. Zur Bestimmung der EW der
Hesse-Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

fmm—)\ fz _
det ( fccy fyy 3 A ) - )\2 - (.fmm + fyy))\ +.fmmfyy _ ;?y

zu bestimmen, und man erhéilt

2

M+Mi¢thw
2 4

+ 12

Man iiberlegt sich nun, daf}

(fww_f )2 fww_f
\/74 By > I (37)

gilt. Wenn fy,(zo, o) < 0 ist, mufl aufgrund von (36) auch fy,(zo,y0) < 0 gelten, und aus (37)
folgt

)\1,2 <0.

Ist andererseits fzz(zo,yo) > 0, mul aufgrund von (36) auch fyy(zo,y0) > 0 gelten, und damit
ergibt sich mit (37)

)\1,2 >0.
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Bemerkung 1.67.
Hat H(xo) positive und negative Eigenwerte und gilt f’(x¢) = 0, dann spricht man bei xq von
einem Sattelpunkt.

Beispiel:
Es sind die Extremalstellen der Funktion

flz,y) =2>+y* + 2y — 22+ 3y + 7, xz(‘;)en@a

zu berechnen. Die notwendige Bedingung f'(xg) = 0 ergibt die Gleichungen

2c+y—2 = 0
2y+z+3 = 0

Wi~

mit der eindeutigen Losung x = £, y = —g. Zur Auswertung der hinreichenden Bedingung

berechnen wir
fmm:2, fyy:2a facyzla

und damit folgt aus D = fyzfyy — fgy =3 > 0, daf} der Punkt x¢ = (

Wl oo |~

) eine Minimalstelle

ist.

1.14 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen
Oft ist nach Extremwerten einer Funktion f gefragt, wobei noch Nebenbedingungen der Art
h(x) =0 (38)

erfiillt sein miissen. Allgemein kann man diese Problemstellung wie folgt formulieren.

Extremalproblem mit m Nebenbedingungen

Gegeben sind zwei stetig differenzierbare Abbildungen

f:D —Rund h: D — R™ auf einer offenen Menge D C R*, n > m.

Gesucht sind die Maximal- und Minimalstellen der Einschrinkung f|;; von f auf

M:={xeDh(x)=0}CD. (39)
Eine Maximalstelle xg von f|ys ist dabei ein Punkt aus M, zu dem es eine Umgebung U C D
gibt mit
f(x) < f(xo) firalle xeUNM.
Entsprechendes vereinbart man fiir Minimalstellen.

Eine Methode bzw. Kriterien zur Ermittlung von Extremalstellen einer Funktion f unter Beriick-
sichtigung von Nebenbedingungen liefert der folgende Satz.

Satz 1.68. (Lagrange-Multiplikatoren)
Die Funktion f : D — R und die Abbildung h : D — R™ seien stetig differenzierbar auf einer
offenen Menge D C R™,n > m, wobei die Matriz h'(x) fiir jedes x € D den Rang m hat. Dann

folgt:
Ist xg € D eine Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0, so ezistiert dazu eine
Zeilenmatriz (Zeilenvektor) L = (A1, A2, ..., Apy) mit

f'(x0) +Lh'(x¢) =0. (40)
Die Zahlen A1, Ao, ..., Ay, heiffen dabei Lagrangesche Multiplikatoren.



1 DIFFERENTIALRECHNUNG IM R¥ 34

Bemerkung 1.69.
Bei dem Kriterium handelt es sich um ein notwendiges Kriterium, d.h., eine Extremalstelle xg
von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0 ist immer eine Losung der Gleichungen

f'(x0) +Lh'(x9) =0 und h(x)=0. (41)

Mit den Komponentendarstellungen

I hl
I h2

X = |, h= ], L=(\,A2, s Am) (42)
In h'm

erhalten die Gleichungen (41) die Form

Bhk
=0 fiiralle j =1,2,. 4
6:1:] +§1)\ 6% =0 fir alle j = (43)
und
hg(x) =0 firalle k=1,2,...,m. (44)

Es liegen damit n + m reelle Gleichungen fiir die n + m reellen Unbekannten
L1, T2, ey Ty AL, A2, ooy Ay VOI. LOsungen x = (21,2, ...,2,)" der Gleichungen (43) und (44)
heiflen stationéire Punkte von f unter der Nebenbedingung h(x) = 0.

Korollar 1.70. (zweidimensionaler Fall der Lagrange-Multiplikatoren)

Durch f : D — R und h : D — R werden zwei stetig differenzierbare Funktionen auf einer
offenen Menge D C R? beschrieben. Dabei sei grad h(x) # 0 fir alle x € D. Dann folgt:

Ist xg € D eine Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung h(x) =0, so gilt

grad f(xg) + Agrad h(xg) =0 (45)
mit einer reellen Zahl X (Lagrange-Multiplikator).

Bemerkung 1.71. (Lagrange-Funktion)
Mit der Einfithrung der Lagrange-Funktion

(X )\17 >\2a ; Z )\khk (46)

als Funktion mit n + m Verénderlichen ergibt sich die notwendige Bedingung zur Ermittlung
stationdrer Punkte zu

grad L(x, A1, A2, .., Am) = {0], 0 € R*™™
Beispiel:
Gesucht sind die Extremalstellen der Funktion
flzy) =2+ 3y +4
unter der Nebenbedingung

h(z,y) =2 —y—2=0.
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Mit grad f(z,y) = (2z,6y)" und grad h(z,y) = (22, —1)7 erhilt man mit
grad f(x) + Agrad h(x) =0 und h(x) =0

das Gleichungssystem

2r = —A2x
6y = A
y = z2-2.
Fordert man x # 0, so folgt aus der ersten Gleichung A = —1. Aus der zweiten Gleichung ergibt
sich dann y = —% und fiir  rechnet man 9 = 44/ % aus.
Setzt man x = 0, so folgt aus der letzten Gleichung y = —2 und aus der zweiten Gleichung
A =12
Damit hat man durch Auswertung der notwendigen Bedingungen die Kandidaten
1 1 1 1
P = Py=(—/—=,—= Py =(0,-2
1 ( 6 ) 6)1 2 ( 6 ) 6)1 3 ( ) )

als Extremalstellen der Funktion f bei Beriicksichtigung der Nebenbedingung z? —y — 2 = 0
ermittelt.

Man findet nun durch ”Einsetzen” heraus, dal P; eine Maximalstelle ist und P;, P, Minimal-
stellen sind.

Bemerkung 1.72.

In der Regel ist die Frage, ob stationdre Punkte Extremalstellen oder nichts dergleichen sind,
im allgemeinen schwer zu beantworten. Hier hilft oft ingenieurméfige Intuition oder numerische
Rechnung. Eine Hilfe bei der Entscheidung liefert der Satz, daf} jede stetige Funktion auf einer
kompakten Menge ihr Maximum und Minimum annimmt.

Bei kompakter Nebenbedingungsmenge

M = {x € D|h(x) = 0}

hat man daher unter den Lésungen der Lagrange-Methode und den Randpunkten aus M N 9D
diejenigen mit maximalen Funktionswert f(x) herauszusuchen. Diese Punkte sind alle gesuchten
Maximalstellen. Fiir Minimalstellen gilt Entsprechendes.

1.15 Ausgleichsrechnung

Es ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Einflufigréfien z1, o, ..., 2, und einer Grofle
y in der Form

y = f(z1,T2, ..., Tp) (47)

gesucht. Man weif} iiber die Abhingigkeit der Gréle y von z1,x9, ..., Z,, hat aber z.B. durch
Mefreihen o.4. nur die Matrix

Y1 Ti1 ... Tip
2 o1 ... o
Ym Tml --- Tmn

gegeben, wobei eine Zeile etwa das Ergebnis einer von insgesamt m Messungen ist, also hat
die Grofe y bei der j—ten Messung den Wert y; und die Einfluigréfien z1, zo, ..., z,, die Werte
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Zjly---,Zjn. Die Funktion f : D — R, D C R", kennt man nicht. Macht man fiir f einen
Ansatz, z.B.

f(x1,32, ..y Tn) =10 + 1121 + .. + 10Ty (49)

kann man die Frage stellen, fiir welche rg, 71, ..., 7, das Funktional

m
F(T(),Tl, ...,T‘n) = Z(yk - f(xla:L'Za "'aw’n))2
k=1
m
= Z(yk — (10 + 11Tkt + oo + T Thn))? (50)
k=1

minimal ist, um somit die ”beste” Anniherung des funktionalen Zusammenhangs y = f(z1, z2, ..., Zp)
auf der Grundlage der Mefireihe (48) zu erhalten. Diese Methode geht auf Gauss zuriick und
wird "Methode der kleinsten Quadrate” genannt. Bei der Aufgabe

F(ro,r1,...,rn) = Min! (51)

handelt es sich um ein Extremalproblem ohne Nebenbedingungen. Die notwendige Bedingung
fiir Extremalpunkte lautet grad F' = 0 und aufgrund des linearen Ansatzes (49) erhilt man mit
der notwendigen Bedingung ein lineares Gleichungssystem der Form

Ar=b (52)

zur Bestimmung des Vektors r = (ry,79,...,7,)7. Die Gleichung (52) nennt man die Gauss-
Normalgleichung des linearen Ausgleichsproblems (51).
Fiir die Elemente der Koeffizientenmatrix A erhilt man nach kurzer Rechnung

m m m
aj; =m E TkiTrj — E Tki E Tgj, 4,7 = 1,51, ,

und fiir die Komponenten der "rechten” Seite b ergibt sich
m m m
bi=mY Thk— Y Thi Y Yks 0= 1m.
k=1 k=1 k=1

Dabei wurde 7y aus der Gleichung g—fz =0 zu

1 m n 1 m
ro=— > k- Z[ﬁ'g > il

bestimmt und aus den Gleichungen g—g =0, j=1,2,...,n, eliminiert. Die eben beschriebene
Methodik kann man im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 1.73. (lineares Ausgleichsproblem)

(a) Das lineare Ausgleichsproblem (51) ist immer losbar.
(b) Die Losungen von (51) und (52) stimmen immer iberein.

(¢) Fiir zwei Losungen r und ro gilt stets Ar = Arg. Ist der Rang von A gleich n, so ist die
Ausgleichslisung eindeutig.
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(d) Ist die Zahl der Messungen m nicht grofer als die Zahl der Einflufgrifien n, so ist die
Matriz A immer singuldr.

Bemerkung 1.74.
Wenn man statt dem Ansatz (49) mit einem Ansatz der Form

f@1, @2,y xn) =10 +r1d1(21) + oo + T n () (53)

arbeitet, wobei ¢;, 7 = 1,2,...,n gegebene differenzierbare Funktionen sind, ist die oben be-
schriebene Methodik dem Prinzip nach ebenso anwendbar. Der Ansatz (53) fiithrt zum Funktio-
nal

G(T(),'f'l,---,'f'n) = Z(yk_f(xla$27“-7$n))2

B
Il
—

(e — (ro + r1d(@p1) + - + Tnd(Tkn)))” (54)

I
NgE

>
Il
—

und die Auswertung der notwendigen Bedingung
gradG =0

fithrt zu einer Modifizierung der Matrix A.

Bemerkung 1.75. (logarithmisch lineares Ausgleichsproblem)
Macht man fiir die funktionale Beziehung y = f(z1, ..., z,) den Ansatz

F(@1,@2, ) = 102 22 (55)

spricht man von einem logarithmisch linearen Ansatz. Durch Logarithmieren erhilt man aus
(55) die lineare Beziehung

In f(z1,22,....,%n) =Inrg+r1Inzy +rolnzy + ...+, Inzy,
und kann die oben beschriebene Methode zur Berechnung der "besten” r; verwenden. Denn man

hat mit den Festlegungen y' := Iny, y; = Inyy, rj == Inrg und zj := Inzj, z},; = Inzy; fiir
kE=1,...m, j=1,..n statt (48) die Ausgangsmatrix

! ! !

Yy Ty o--- Tip
! ! !

Y2 Loy .- Top (56)
! ! !

Ym Tl -+ Tmn

zur Bestimmung der "besten” ry, rq, ..., 7, zur Nidherung des funktionalen Zusammenhangs
' ! ! !
Y =719+ 11Ty +rexy + ... + 1T,
zu verarbeiten.

1.16 Lo&sung nichtlinearer Gleichungssysteme, Newton-Verfahren

In der HM I-Vorlesung wurde das Newton-Verfahren fiir die Nullstellenbestimmung einer reell-
wertigen Funktion einer Verdnderlichen f: I — R, I C R behandelt.
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Hier soll nun kurz das Newton-Verfahren im R" besprochen werden. Es ist ein Gleichungssystem
der Art

fi(z1,z2,...c,zn) = 0
fo(z1, 29, c0yzy) = 0
(57)
fa(z1,29,cccyy) = 0
zu l6sen. Mit x = (21,9, ...,z,)" und £ = (f1, f2, .-, fn)? kann man (57) kiirzer in der Form
f(x) =0 (58)

aufschreiben. Dabei sei D C R” der Definitionsbereich von f, einer Abbildung von D in den R”.
f wird als stetig differenzierbar vorausgesetzt.

Gesucht sind Punkte x € D, die die Gleichung (58) erfiillen. Solche x nennen wir Lisung der
Gleichung (58).

Liegt xo € D in der Nihe einer Losung x von f (x) = 0, so bildet man die Tangentenabbildung
von f in xg

g(x) = f(x¢) + f'(x0)(x — x¢), x € D,
und 16st anstelle von f(x) = 0 die Gleichung g(x) = 0, d.h., man sucht eine Losung der Gleichung
g(Xl) = f(X()) + f’(Xo)(Xl — Xo) =0.

Es handelt sich dabei um ein lineares Gleichungssystem, fiir das uns Lésungsmethoden bekannt
sind. Hat man x; bestimmt, fiihrt man ausgehend von x; den gleichen Rechenschritt aus und
sucht ein x5 als Losung der Gleichung

f(Xl) =+ f,(Xl)(XQ — Xl) =0.
Allgemein kann man unter der Voraussetzung, daB x; € D ist, Xk+1 aus der Gleichung
f(Xk) + f'(xk)(xk_H - Xk) =0

bestimmen und erhélt nach Multiplikation der Gleichung mit [f'(x;)]~! bei einem gegebenen xq
das Newton-Verfahren

X0 gegeben,

Xpp1 = X — [f(xp)] 7 (%) E=0,1,2,... (59)

Damit ist die vollsténdige Analogie zum Newton-Verfahren bei einer reellen Unbekannten gege-
ben.

Wir fassen den Algorithmus des Newton-Verfahrens zusammen:
Esseif: D — R" D C R" stetig differenzierbar gegeben. Zur Losung der Gleichung f(x) = 0
fithrt man die folgenden Schritte durch.

(I) Man wihlt einen Anfangswert x € D.

(IT) Man berechnet xi,X3,X3, ..., Xk, ... indem man nacheinander fiir ¥ = 0,1,2,... das Glei-
chungssystem

£'(xx) 211 = —£(xp) (60)

nach zy 1 auflost und xx1 := xx + 21 bildet. Dabei wird f'(x;) als regulir und x;, € D
fir kK =1,2,3, ... vorausgesetzt.
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(ITI) Das Verfahren wird abgebrochen, wenn die xj sich innerhalb eines Rechenschrittes nicht
mehr verdndern oder eine vorgegebene maximale Iterationszahl erreicht ist.

Satz 1.76. (Konvergenzaussage zum Newton- Verfahren)

f:D—R*" D CR" sei zweimal stetig differenzierbar und besitze eine Nullstelle X € D. Wei-
terhin sei £'(x) fiir jedes x € D regulir. Dann folgt:

Es gibt eine Umgebung U von X, so daf$ die Newton-Folge x1,X2,X3, ..., Xk, -.. vO1 einem belie-
bigen x9 € U ausgehend, gegen die Nullstelle X konvergiert.

Die Konvergenz ist quadratisch, d.h., es gilt fir alle k =1,2,3, ...

%) —X|| < C||xp_1 —X||> mit einem C > 0.
FEine einfache Fehlerabschitzung” lautet

Ik — || < [[£ (k)] sup ][ (x)] 7] -
xeD

"Wenn A = (a;;) eine (n x n)-Matrix ist, verabreden wir fiir den ”Betrag” bzw. die Norm der Matrix ||A|| =

V221 9
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2 Grundlegende Elemente der Vektoranalysis

2.1 Motivation

In vielen Bereichen der Ingenieurwissenschaften und der Physik treten Differentialgleichungen
der Art

rot E + %B =0 (61)

ov .
5 + (v -V)v = —gradp + div(vgrad v) (62)
divv =0 (63)
-Ap=-V.v (64)

auf. Der disziplinire Hintergrund der Gleichungen ist hier von untergeordneter Rolle (die Glei-
chungen (62,63) beschreiben z.B. die Strémung eines inkompressiblen Mediums und heiflen
Navier-Stokes-Gleichungen). Um die Gleichungen zu verstehen, mufl man die Bedeutung der
Operatoren

rot grad div A v

kennen. Diese Operatoren sollen im folgenden erklidrt werden, so dafl am Ende die Gleichung
(62) exemplarisch nur unter Verwendung von partiellen Ableitungen aufgeschrieben werden kann
und soll.

2.2 Die grundlegenden Operatoren der Vektoranalysis

Definition 2.1. (Funktionenraum, Operator)

Unter einer Funktionenklasse oder einem Funktionenraum C' verstehen wir eine Menge von
Funktionen, die durch gemeinsame Eigenschaften charakterisiert ist.
Unter einem Operator €2 verstehen wir eine Abbildung

Q:C—D,

die einer Funktion aus dem Funktionenraum C eine Funktion aus dem Funktionenraum D
zuordnet.

Bemerkung 2.2.

Beispiel eines Funktionenraums ist z.B. die Menge aller Funktionen

f:D — R, die auf D C R® k—mal stetig partiell differenzierbar sind. Diesen Funktionenraum
bezeichnet man mit C*(D,R) und man definiert

C*(D,R) := {f|f : D = R, f k-mal stetig partiell differenzierbar} .

Im folgenden wollen wir den Begriff des Gebietes D C R* verwenden.

Definition 2.3. (Gebiet)

Wir verstehen unter einem Gebiet D aus dem R" eine offene Menge mit der Eigenschaft, dafl
zu je 2 Punkten x,y € D ein Polygonenzug x = x¢,x1,...,X, = y existiert, dessen Teilstiicke
[xi,%Xi11], 1 =10,1,...,m — 1, in der Menge D liegen.

Nun sollen die Operatoren im einzelnen definiert werden.
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Definition 2.4. (Gradient eines Skalarfeldes)
Sei ¢ : D - R, D C R" ein stetig partiell differenzierbares Skalarfeld aus C*(D,R).
Der Operator grad ordnet durch die Vorschrift

grad ¢ = 65_52
09
Oxn
dem Skalarfeld ¢ das Gradientenfeld grad ¢ : D — R"™ zu. Fiir den Operator grad ergibt sich
grad : CY(D,R) — C°(D,R") ,
also ordnet der Operator grad jeder stetig partiell differenzierbaren Funktion ¢ € C*(D,R) das
stetige Vektorfeld grad ¢ € C°(D,R") zu.

Definition 2.5. (Laplace-Operator A)
Sei ¢: D - R, D C R™ ein 2-mal stetig partiell differenzierbares Skalarfeld aus C?(D, R).
Der Operator A ordnet durch die Vorschrift

»’¢ ¢ ¢
A ¢ r—-zi;? +'zi;g + ... +'zi;%

dem Skalarfeld ¢ das Skalarfeld A ¢ : D — R zu. Fiir den Operator A ergibt sich
A:C*D,R) — C°(D,R"),

also ordnet der Operator A jeder 2-mal stetig partiell differenzierbaren Funktion ¢ € C?(D, R)

das stetige Skalarfeld A ¢ € C°(D,R) zu.

Definition 2.6. (Divergenz eines Vektorfeldes)
Sei v:D — R", D C R” ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld aus C'(D,RR").
Der Operator div ordnet durch die Vorschrift

_On O Oum
- Ozy Oz Oz

dem Vektorfeld v das Skalarfeld divv : D — R zu. Fiir den Operator div ergibt sich
div : CY(D,R"*) —» C°(D,R) ,

divv

also ordnet der Operator div jedem stetig partiell differenzierbaren Vektorfeld v € C'(D,R?)
das stetige Skalarfeld divv € C°(D,R) zu.

Definition 2.7. (Rotation eines Vektorfeldes)
Seiv:D — R D C R" ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld aus C*(D,R?).
Der Operator rot ordnet durch die Vorschrift

Ovz _ Ovy

— Quy _ Ovg
rotv = ozs — O
Ovy _ vy

ox1 ox2

dem Vektorfeld v das Vektorfeld rotv : D — R? zu. Fiir den Operator rot ergibt sich
rot : C1(D,R®) — C°(D,R?),

also ordnet der Operator rot jedem stetig partiell differenzierbaren Vektorfeld v € C'(D,R?)
das stetige Vektorfeld rotv € C°(D,R3) zu.
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Bemerkung 2.8. (Nabla-Operator V)
Im Zusammenhang mit dem Taylorschen Satz wurde der Nabla-Operator schon behandelt. Es
gilt fiir ein stetig partiell differenzierbares Skalarfeld ¢

V¢ =grad¢.

Andererseits wird auch der Operator V- verwendet, um einem stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld v aus C'(D,R?) durch die Vorschrift

ein stetiges Skalarfeld zuzuordnen. Wir stellen leicht fest, dafl die Beziehung
V.-v=divv
gilt.

Definition 2.9. (Anwendung von grad, A auf Vektorfelder)

Die Operatoren grad und A haben wir in den Definitionen auf Skalarfelder ¢ € C'(D,R) bzw.
¢ € C*(D,R) angewandt.

Wir verabreden die Anwendung von grad und A auf Vektorfelder wie folgt. Sei v ein stetig parti-
ell differenzierbares Vektorfeld aus C'(D, R") und w ein zweimal stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld aus C?(D,R"). Dann definieren wir

grad vy

p grad vy
gradv = .

grad vy,
und

Aw1
A’wg

Aw = ,
A wy,
also die komponentenweise Anwendung der oben definierten Operatoren.

Die Verabredung gilt auch z.B. fiir den Operator w - V, den wir im Zusammenhang mit dem
Satz von Taylor verwendet haben, wir setzen

(w - V)uy
(W-V)v = (w - :V)’UQ
(w- V)vn
Beispiel 1:
Betrachten wir das zentrale Kraftfeld
K(x) k k#0,keR,

= ——=X
1>
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also mit x € D = R? \ 0 ein Vektorfeld K : D — R®. Fiir die Divergenz und die Rotation
errechnet man unter Beachtung der Beziehung ||x|| = \/z% + 23 + =3

k I
divK(x) = div ||x||3x_dw(|\x\|3 ﬁz

o kn 9 k0 ka
Oz ||x[|* Oz |[x[|* Oz ||x][?

AL 0 1 0o 1 4 o 1 ]
= €T —_— LTyg————
P 90 Tl ™20 TP 0 TP
3 1
= — — (3 3 3z3)—=] =0
s — (41 + 323+ 843) )
und
t K(x) t i
rotK(x) = rot—=x
|1/ |®
0 kzz _ 0 kzo
332 \L x|[* 3653 \L x|[3
- 3963 \L x5 <9_901\JC x|
6ﬂfl x5 T Ba (x|
1 3.’132:1,‘3 - 3.’133:1,‘2
= || ||5 3.’1)1.’133—3.’1)3.’131 =0.
X 3.T2.’I?1 - 3.T1.’I?2
Beispiel 2:
Wenn wir nun das Skalarfeld ¢(x) = HXII betrachten und den Gradienten berechnen, ergibt
sich
1
grad ¢(x) = grad (—k(z? + 23 + 23)"1/?) = k” ||3x =K(x) .
x

Die einzelnen Rechnungen sollten zur Ubung noch einmal genau nachvollzogen werden.

2.3 Rechenregeln und Eigenschaften der Operatoren der Vektoranalysis

Wenn ¢ ein Skalarfeld aus C?(D,R), D C R?, ist, so kann man vom Vektorfeld v = grad ¢ die
Jacobi-Matrix Jy, bilden, man erhéilt

92¢ 92¢ 92¢
Bw% Ox10x2  Ox10x3
_ _ 62 é 32 é 82 E
JV (X) - JgTad¢(x) - Ox201T1 8;52 Ox20x3
9% 9% 9%
Ox30xr1  Or30xo 895%

Dabei stellt man fest, dal die Jacobi-Matrix von v = grad ¢ gleich der Hesse-Matrix von ¢ ist.
Wenn wir den Begriff der Spur einer Matrix A = (a;;) mit Spur(A) := a11 +age+ a3z verwenden,
kann man den Laplace-Operator angewendet auf ein Skalarfeld ¢ auch in der Form

A ¢ = Spur(Jgrads(x))
schreiben.

Satz 2.10. (Rechenregeln)
Sei ¢ € C*(D,R), D Gebiet aus dem R3, und v € C?(D,R3), so gelten die Regeln
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(1)
rot(grad¢) =0 Satz von Schwarz

(2)
div(rotv) =0

(3)

div(gradg) = A ¢

(4)
div(¢pv) = grad ¢ - v+ ¢pdivv

(5)

rot(¢v) = grad ¢ x v + ¢(rotv)
(6)

rot(rot(v)) = grad(div(v)) — Av

Die Regeln, in denen der Rotationsoperator nicht vorkommt, sind auf n-dimensionale Vektorfel-
der und Gebiete D aus dem R"™ verallgemeinerbar.

Beweis.
Zum Beweis sei aufler dem Hinweis auf eine umfingliche Rechnerei nur darauf hingewiesen, daf
die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen benétigt wird. O

Erinnern wir uns nun nochmal an die beiden Beispiele aus dem vorigen Abschnitt. Mit dem
Skalarfeld

k
Y = I

konnen wir das zentrale Kraftfeld K in der Form

darstellen. Nach der Regel (4) erhélt man damit
div(¢x) = gradyp - x + pdivx = gradp -x+ 3¢,

womit die Rechnung de facto auf die Berechnung der Gradienten von v reduziert wird. Dafiir
rechnet man aus
3k
grad(x) = —Wx . (65)

Andererseits ist
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mit der Einheitsmatrix E. Nach der Kettenregel erhilt man
K'(x) = y(x)E + x¢'(x) .
Man kann die Jacobi-Matrix in der Form
Jx (%) = $(x)E + x - (grad (x))"

schreiben und erhilt unter Beriicksichtigung von (65)
1
Jr(x) = W(”XHQE - 3xxT) .

Wenn man die in der Klammer stehende Matrix genau aufschreibt, erhilt man die Diagonalele-
mente

~22% + a3 +a3,  of —225+af,  af+af - 243,
so daB sich fiir die Spur der Jacobi-Matrix der Wert Null ergibt! Damit kann man fiir die Funktion
¢ aus dem Beispiel 2 des vorigen Abschnitts schlufifolgern, dafl

div $(x) = Spur(Jyraap(x)) = Spur(Jic(x)) = 0

ist.

2.4 Einige hilfreiche formale Berechnungsregeln

Die Definition der Rotation eines Vektorfeldes ist fiir manchen Studenten (aber auch Dozenten)
nicht so einfach zu merken. Deshalb wollen wir einfache Vorschriften zur Rotationsberechnung
angeben.

Die formale Berechnung der ”Determinante”

€1 €9 €3
o0 o0 0
or1 Oxro Oxs

U1 V2 U3

ergibt nach der Sarrus’schen Regel

eiv —eiv +eifu —eifu +eiv —eiv
18:1:2 3 16;1:3 2 2&(;3 1 Qaml 3 3(‘3;1:1 2 38:62 1

=rotv,

wobei die Vektoren e; die jeweiligen j—ten kanonischen Basisvektoren bedeuten, und das ”Pro-
dukt” von % und v die Ableitung 0%2'03 bedeutet.
Wenn man das Vektorprodukt beherrscht, kann man die Rotation von v auch durch die formale
Bildung des Vektorproduktes V x v erhalten, so daf

rotv=V Xv

gilt, wobei das ”Produkt” von 8%2 und v3 wie oben die Bedeutung der Ableitung 8%2113 hat.
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2.5 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Wir hatten zu Beginn des Abschnitts einige partielle DGLn in Operatorform aufgeschrieben. Im
folgenden sollen die Navier-Stokes-Gleichungen

88_‘; + (v-V)v = —gradp + div(vgradv)

divv =0

einmal vollstdndig ausgeschrieben dargestellt werden.

Dabeiist v € C?(D,R?), D Gebiet im R3, ein Vektorfeld mit v = (v1,v9,v3)T undp € C'(D,R)
ein Skalarfeld. Wenn wir nun die obigen Definitionen der Operatoren konsequent anwenden,
erhalten wir fiir die erste Gleichung

8’()1 8’[)1 8’()1 8’01 o

5 + v 92y + vg 924 + v3 Oz (66)
dp a  On d . Ou 0 , 0n
(9.’171 + (9.’171 (Va’I?l) + 8.’1)2 (Val‘g 8:103 Va.’E3

(9’02 8’02 (9’02 3’02 .

o T "o ™00, T Mom, (67)

) o ,6 0 o ,6 0 o, 60
R Y e A W Pl v2

Oro  Ox1 Va:vl 8—352 Va—xg 0x3 Va—xg
P mg_;j "’23—2 vgg_gz (68)
B ) e o
Fiir die Gleichung div v = 0 ergibt sich
Ovi | Ovp  Ovs 0. (69)

dz1 ' dzy | O3

Insbesondere bei den Gleichungen (66, 67, 68) wird deutlich, welche Ubersichtlichkeit mit der
Verwendung der Operatoren der Vektoranalysis moglich wird.

2.6 Eine Grundfrage der Vektoranalysis

Im obigen Beispiel 2 haben wir mit dem Skalarfeld ¢ ein Feld gefunden, dessen Gradientenfeld
gleich einem Vektorfeld K ist.

Generell entsteht bei der Vorgabe eines Vektorfeldes v die Frage nach der Existenz eines Skalar-
feldes, dessen Gradient gleich dem vorgegebenen Vektorfeld ist. Diese Frage und eine Methode
zur evtl. Berechnung des Skalarfeldes werden im nichsten Abschnitt behandelt.

Definition 2.11. (Potentialfelder, Gradientenfelder)
Sei v ein Vektorfeld. Ein Skalarfeld ¢, das die Gleichung

grad¢ =v

erfiillt, nennt man ein Potential von v.
Wenn es zu einem Vektorfeld v ein Potential ¢ gibt, nennt man v in diesem Fall Potentialfeld
oder Gradientenfeld (auch der Begriff konservatives Feld wird verwendet).
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3 Skalare Kurvenintegrale und Gradientenfelder

Ein praktischer Hintergrund der Kurvenintegrale besteht in der Verfolgung und Berechnung
von Bahnkurven von Objekten oder ”masselosen” Punkten. Zuerst soll der Begriff der Kurve
definiert werden.

Definition 3.1. (Kurve)
Unter einem Kurvenstiick y im R" verstehen wir eine stetig differenzierbare Abbildung

z1(1)
Y; [tayte] = R, (1) = 372:(75)
T (1)

Das Kurvenstiick v heifit regulir, wenn |y(t)| # 0 fiir alle ¢ € [t,, t] gilt.
Unter einer Kurve v im R" wollen wir eine endliche Folge von reguliren Kurvenstiicken +;
verstehen, mit

Yi - [ti—ht’i] - Rn7 1=1,2,..,m, 7Z(tz) = 7i+1(ti)ﬂ 1=1,2,..,n—-1,

d.h., der Endpunkt des Kurvenstiicks +; ist gleich dem Anfangspunkt des Kurvenstiicks ;1.
Wir verwenden die Bezeichnung

v [t07tn] _)Rna Y= [717’7%"'7’771] )
und sprechen bei v auch von einer stiickweise glatten Kurve.

Definition 3.2. (Spur einer Kurve)
Unter der Spur eine Kurve 7 : [tg, t,] — R" verstehen wir die Menge

C(y) := {x € R"|es existiert ein t € [ty,t,] mit v(t) = x} .

Zur Erinnerung soll noch einmal das Bogenelement ds einer Kurve im R?

ds = \/a':%—l-ab%dt

und die Bogenliinge einer Kurve «(t) = (z1(t), 72(t))?, t € [ta, te]

te
:/ds:/ ”.’I}%#—.’i‘%dt
Y ta

erwidhnt werden. In der Abbildung 4 ist die anschauliche Grundlage fiir die Definition des Bo-
genelements ds durch die Beschreibung der Grofle A s skizziert.

L verstehen wir dann als Grenzwert der Summe
k k
Say = Y /ARt A
=1 i=1
Azx; Ay,
— At .7 J\2
> o/ + (G

_ ZA\/x] j- 1+AAti 73(t-1) 5 +(yj(tj_1+AAti_yj(tj_l))2
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y

y(t+At)
7 y(t+AY

Iy

x(t) X(t+At) X

Abbildung 4: Bogenelement ds und As

und definieren schliefllich

k

(L1 + At) — 2(4;—
L = lim At\/(mﬂ(tJ 1+ t) m](t] 1)
k—00 “— At

j=1
t1
_ / NETES (70)
to

Dabei ist At = 55%& und t; = tq + j(te —ta)/k, j =0,1,2,..., k, und mit £ bezeichnet man die
Ableitung von z(t) nach ¢, also

o (Yilti—1 +AY) —y;(ti—1) .,
)%+ ( As )

b= 22k 19,
=0t

Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von v bzw. z1(t) und z2(t) existiert der Limes (70)
und ist unabhéngig von der Zerlegungsfolge ¢; des Intervalls [t,, t.].

3.1 Kurvenintegral einer Funktion

Als Verallgemeinerung des Bogenelementes einer Kurve im R? formulieren wir die folgende

Definition 3.3. (Bogenelement einer Kurve im R")
Sei v(t) = (z1(t), z2(t), ..., 7, (t))T eine Kurve im R*. Dann bezeichnen wir mit

ds = /82 + &3 + ... + @2 dt = ||3(0)|| dt
das Bogenelement der Kurve.

Definition 3.4. (skalares Kurvenintegral einer Funktion)
Eine Funktion f : C(vy) — R sei auf der Spur von einer Kurve 7 : [ts,t] — R" stetig. Dann
heif}t

te
/ fds= [ Fr@)IR) de
Y

ta

das Kurvenintegral der Funktion f.
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Bemerkung 3.5.
Handelt es sich bei der Kurve um eine aus k Kurvenstiicken 7, zusammengesetzte Kurve, so
ergibt sich das Kurvenintegral in der Form

k

/7fds:2/7jfds.

=1

Das Kurvenintegral der Funktion f =1 ist gleich der Linge der Kurve.

Zur Veranschaulichung des Kurvenintegrals kann man sich etwa vorstellen, dafl man entlang
einer Kurve durch eine Funktion f eine Masseverteilung gegeben hat (Masse eines Drahts). Mit
dem Kurvenintegral kann man dann die Gesamtmasse berechnen, wobei der in irgendeiner Weise
aufgehingte Draht durch die Kurve y beschrieben wird.

Beispiel 1:
Betrachten wir den Einheitskreis

7(1:):(“’”) L te0,2n],

sint
und die Belegungsfunktion f(z,y) = z2 — 4. Fiir f(y(t)) errechnet man
f(y(t)) = cos?t — sin?t ,

und fiir 4(¢) erhilt man

. —sint . .
F(t) = ( cos ) und damit ||y(¢)]|=1.

Fiir das Kurvenintegral der Funktion f errechnet man schliefilich
2w 27 27
/fds = [ F )@ dt = / fcos? ¢ — sin? #] dt = / (1 — 2sin2 4] dt
v 0 0 0
o, z 1 9
= 27r—2/ sin tdt:27r—2(§—zsin(2x))|0”:27r—27r:O.
0

Beispiel 2:

Eine Verkehrsmaschine fliegt auf einem noérdlichen Breitenkreis (geographische Breite %) von
Europa nach Nordamerika. Die Entfernung von Start- und Zielort ist gleich einem Viertel des
Breitenkreisumfangs.

Wihrend des Fluges sondert das Flugzeug Schadstoffe nach der Formel
f(z,y,2) = c[1 + cos(4 arctan g)]
x

ab. Die jeweilige Flughthe ist im Vergleich zum Erdradius vernachléssigbar.

Zu berechnen ist die wihrend des Fluges abgegebene Schadstoffmenge.

Wenn wir die Erdoberfliche im R? parametrisieren, erhilt man unter Nutzung der Kugelkoor-
dinaten

z(A) Rcos ¢ cos A - -
YA =1 y(A) | =| Rcos¢sin) ,(;S:Z,)\E[O, 5]
z(A) Rsin ¢



3 SKALARE KURVENINTEGRALE UND GRADIENTENFELDER 50

Fiir f(y(\)) errechnet man

F((N) = ([1 + cos(4 arctan i;‘;i)] — ([l + cos(4N)] .

Die Geschwindigkeit ist mit ¥(\) = %(— sin \, cos A, 0)7

) = %m: % ,

Damit errechnet man fiir die gesamte wihrend des Fluges abgegebene Schadstoffmenge mit dem
Kurvenintegral

2 R cRm
M= /fds :/ o1 + cos(4N)] - ax = BT
¥ 0 \/E \/i 2
Bemerkung 3.6. (Algorithmus zur Berechnung des skalaren Kurvenintegrals einer Funktion)

Bei der Berechnung sind die folgenden Schritte zu vollziehen:

(1) Falls nicht gegeben, Parametrisierung der Kurve v : [tg,%] =& R"
(2) Berechnung der Funktionswerte f(7y(¢)) der Belegungsfunktion
(3) Berechnung der Geschwindigkeit ||7y(%)||

(4) Berechnung des Kurvenintegrals [ fds = [;* f(v())[|7(2)]| dt.

Satz 3.7. (Rechenregeln mit Kurvenintegralen)
Sei v eine Kurve und f, g : C(y) — R stetige Funktionen und o € R, dann gelten die Regeln

(¢) [(f+g)ds=[, fds+ [ gds (Additivitit des Integrals)
(b) [, afds=a[ fds (Homogenitit des Integrals)

(c) [, fds=f(y(r)) L (Mittelwertsatz)

Dabei ist L die Linge der Kurve und y(7) ein geeigneter Kurvenpunkt.

3.2 Integration eines Vektorfeldes ldngs einer Kurve

Sei k ein auf der Spur einer Kurve «y definiertes Vektorfeld k : C(y) — R". Zur Veranschauli-
chung stelle man sich v als Kraftfeld vor. Méchte man eine punktférmige Masse oder Ladung
entlang der Kurve y durch das Kraftfeld bewegen, hat man Arbeit zu verrichten. Aus dem Phy-
sikunterricht wissen wir, daf sich die Arbeit als Produkt der Kraft und des Weges ergibt. Die
Arbeit AA, die auf einem sehr kurzen Wegstiick As bei der Bewegung der Ladung durch das
Kraftfeld k verrichtet wird, kann man als Produkt der Tangentialkomponente von k, also der in
Kurvenrichtung wirksamen Komponente des Kraftfeldes, mit dem Wegstiick As

AA = kAs

verstehen. Die Tangentialkomponente k; der Kraft in Richtung der Kurve ergibt sich durch das
Skalarprodukt

ki =k-t, mit t,=
In der Abbildung 5 ist diese Situation skizziert.

In der Abbildung wurde statt dem Kurventangentialvektor der Kurvensekantenvektor skizziert.
Fithrt man den Grenzproze8 At — 0 durch, erhilt man neben dem Kurvensekantenvektor den
Kurventangentialvektor mit der
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y(t+At)

()

X(t)  x(t+At) X

Abbildung 5: Kraftvektor k und Tangentialkomponente k;, Kurvensekantenvektor t,.,

Definition 3.8. (Kurvensekantenvektor und Kurventangentialvektor im R?)
Sei 7y : [tq, te] = R™ eine Kurve, dann wird durch

w(t-I—AAt%—LL‘(t) .’L' (t)

ts, = = bzw. t, = ) = (t

sy ule+ A1)yt 5 ( i(t) ) ¥(t)

der Kurvensekantenvektor des Wegstiicks As bzw. der Kurventangentialvektor an der Stelle y(t)

definiert.

Mit der Definition 3.8 kann man nun die auf dem Wegstiick As geleistete Arbeit in der Form

AA = (K(4(t))- ”::%inms — (K(5(1)) - by (£)) A

aufschreiben. Betrachtet man die gesamte Arbeit, die beim Bewegen der Ladung entlang der
Kurve geleistet wird, erhilt man ndherungsweise

k k
A=Y"AA; =) " (k(Y(t) - tey () At
j=1 j=1

Im Ergebnis des Grenzprozesses At — 0 erhilt man als Grenzwert der Riemannschen Summen
auf der rechten Seite das Integral

te
/t (k(y(t)) - 4(8)) dt |

was die folgende Definition rechtfertigt.

Definition 3.9. (Arbeitsintegral)

Sei 7 : [tg,te] = R™ eine Kurve und k ein auf der Spur von +y definiertes stetiges Vektorfeld k :
C(v) — R". Dann wird das Integral des Vektorfeldes entlang der Kurve <y - auch Arbeitsintegral
genannt - mit f7 k - dx bezeichnet und durch

/ k- dx = / k(1) - (1)) dt (71)
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definiert.
Besteht die Kurve v aus den Kurvenstiicken 71, ..., ¥, so definiert man

n
/k-dx::Z/ k-dx.
v i=1 Y7

Wenn v eine geschlossene Kurve ist, d.h. v(¢,) = 7(te) gilt, dann verwendet man statt der
Bezeichnung f7 k - dx auch die Symbolik
f k-dx.
gl
Satz 3.10. (Rechenregeln)
Sei v eine Kurve im R" und seien v,vi, vy : C(y) — R" stetige Vektorfelder und a € R. Dann
gelten die Regeln

(a) [[(vi+ve)-dx= [ vi-dx+ [ vi-dx
(b) fvav-dx:afyv-dx

(c) Ist v* die Kurve, die aus y durch Umkehrung des Durchlaufsinns entsteht, d.h., v*(t) :=
Y(tg +te — t), t € [ta,te], so folgt

/ v-dx:—/v-dx.
v Y

Bemerkung 3.11. (Algorithmus zur Berechnung des Arbeitsintegrals)
Bei der Berechnung sind die folgenden Schritte zu vollziehen:

1) Falls nicht gegeben, Parametrisierung der Kurve = : [tq,t.] — R"

)
2) Berechnung der Werte v(y(t)) in den Kurvenpunkten
3) Berechnung des Tangentialvektors ()

)

(
(
(
(

4) Berechnung des Kurvenintegrals

te
/7 v-dx= / (V1)) - () dt

Beispiel:

Ein Mathematikprofessor, der sich im Gegensatz zu Provinzpolitikern keine Putzfrau leisten
kann, mufl seine Fenster putzen. Welche Arbeit leistet er, wenn er mit einem 10 kg schweren
Wassereimer in 5 Sekunden auf die Leiter steigt, die 2 m hoch ist, und 1 m von der Hauswand
entfernt steht (Leiter ist v/5m lang und bildet mit der Hauswand ein rechtwinkliges Dreieck mit
den 2 und 1 m langen Katheten)?

Diese Aufgabe bedeutet die Berechnung eines Integrals eines Vektorfeldes entlang einer Kurve.
Fiir die Kurve v ergibt sich damit

y(t) = ( (;72: Lym ) te0,5s].

Em
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Das Kraftfeld, durch das sich der Ladungstriger (also der Professor) beim Aufstieg bewegt, ergibt
sich nach Newton als Produkt der Masse m = 10 kg und der Erdbeschleunigung g = (0, 9.81 S%)T,

0
k=mg= m | -
& ( 98.1%47 )

Fiir den Tangentialenvektor +(t) ergibt sich

= (% ).

Damit ergibt sich fiir die geleistete Arbeit

5s
A:/k-dx - /0 K(y(t)) - (1) dt

5s
2
— / 9g.1F9m2m W
0

s2 5s
kgmm s, kgm
= 39.24~L 248 = 196.2 °L 2 = 196.2 Nm .
s2 s s2

3.3 Stammfunktion eines Gradientenfeldes

Wir hatten im vorigen Kapitel schon den Begriff der Stammfunktion oder des Potentials eines
Gradientenfeldes eingefiihrt. f heiffit Stammfunktion eines Vektorfeldes v, wenn

gradf =v

gilt. Im folgenden wird sich zeigen, da} die Kenntnis einer Stammfunktion die Berechnung von
Arbeitsintegralen wesentlich erleichtert.

Satz 3.12. (erster Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Sei D C R" ein Gebiet und v : D — R" ein Gradientenfeld mit der Stammfunktion f. Dann
gilt fiir jede Kurve 7y : [tq,te] = R

./vdxth%»—fhm» (72)
Y

Beweis.
Es gilt unter Nutzung der Kettenregel

[vax - Afwwn»wwﬁ

— /t " grad f(y(t)) - (t) dt

_ [ df(()
- dt .

= f('Y(te)) - f('y(ta))
[l

Der folgende Satz liefert dquivalente Aussagen zu Kurvenintegralen und Gradientenfeldern, die
moglicherweise unndtige Arbeit ersparen.
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Satz 3.13.
Sei D C R"™ ein Gebiet und v : D — R" ein stetiges Vektorfeld, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Fiir alle Kurven v hangt das Kurvenintegral f7 v-dx nur vom Anfangs- und Endpunkt der
Kurve ab. Diese Eigenschaft heifft Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals.

(ii) Fir alle geschlossenen Kurven v, d.h., y(ts) = v(te), gilt f,yv -dx =0.
(11i) v ist ein Gradientenfeld.

Beweis.
Mit der Eigenschaft

/ v-dx:—/v-dx.
v 0l

fiir die Kurve v*, deren Endpunkt mit dem Anfangspunkt von -« iibereinstimmt und deren
Anfangspunkt mit dem Endpunkt von 7 iibereinstimmt, erhilt man sofort fiir die Kurve 4# =

[, 7]
f v-dx:/v-dx—l—/ v-dx:/v-dx—/v-dx:O.
y# ¥ r* ¥ *

Damit ist (i) — (47) bewiesen.

Betrachtet man nun v* als die Kurve, die aus 7y durch Umkehrung des Durchlaufsinns entsteht,
d.h., y*(t) := y(tqg + te — t), t € [ta,te), so folgt aus (ii) die Wegunabhingigkeit.

Der Nachweis (4i7) — (i) ist offensichtlich.

Der Nachweis (i7) — (4i7) ist etwas komplizierter. Man betrachtet dazu ein x¢g € D und kann in
D ein x finden, so dafl ein Polygonenzug v, = [[xo, X1], [X1, X2]...[Xk, X]] existiert, der vollstandig
im Gebiet D liegt. Da D offen ist, gibt es fiir jedes x € D ein r > 0 mit x + z € D fiir alle
z € R” mit |z| < r. Wenn wir mit e; den j—ten Einheitsvektor bezeichnen, so ist fiir 2~ € R mit
h < r stets x + he; € D. Aufgrund von (iii) ist die Funktion

f(x) ::/ v.dx fiir xe€D (73)

unabhéngig vom gew#hlten Polygonenzug 7,. Wenn wir die j—te Komponentenfunktion von v
mit v; bezeichnen, gilt v; = v - x;. Wegen der Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals gilt

f(x—i-hej):/v-dx—l-/ v-dx,
- [x,x+he;]

und damit folgt

) 1
h h [x,x+he;] h 0

1
= E/ vj(x +te;) dt = v;(x + Tej)
0

aufgrund des Mittelwertsatzes mit einer geeigneten Zwischenstelle 7 € [0, 1]. Wegen der Stetig-
keit der Komponentenfunktionen v; ergibt sich nun
f(x+ hej) — f(x)

I — v;
B0 h vi (%)
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und damit

grad f(x) = v(x) .
O

Im Beweis des Satzes (3.13) wurde mit der Definition 73 eine Moglichkeit aufgezeigt, ausgehend
von einem Potentialfeld v eine Stammfunktion f zu konstruieren. Bevor man allerdings mit dem
Integrieren beginnen kann, mufl man wissen, ob es sich iiberhaupt lohnt, d.h., man muf} wissen,
ob v ein Gradientenfeld ist. Im folgenden sollen hinreichende Kriterien fiir Gradientenfelder
besprochen werden.

Dazu wird der Begriff der Doppelpunktfreiheit einer Kurve und die Eigenschaft eines Gebietes
benoétigt, einfach zusammenhingend zu sein.

Definition 3.14.
Eine Kurve 7 : [ty,te] = R" heifit doppelpunktfrei, wenn

Y(t1) #(te fur ¢ #ta, ti,t2 € (L4, te)

und 7y(t,) # y(t) fiir t € (ta, 1) gilt.

Der Begriff ”einfach zusammenhingendes” Gebiet soll anschaulich erklirt werden, da der Leser
von solchen Begriffen wie Nullhomotopie o.4. verschont werden soll.

Definition 3.15.
Ein Gebiet D C R" heifit einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene, doppelpunktfreie
Kurve in D stetig auf einen Punkt x € D zusammengezogen werden kann.

Bemerkung 3.16.

Im R? bedeutet ”einfach zusammenhingend”, da das Gebiet keine Locher haben darf. Eine
Kreisscheibe ist also nicht einfach zusammenhingend.

Im R3 kann ein Gebiet ein Loch haben, z.B. ist eine Kugelschale einfach zusammenhingend.
Andererseits ist ein Torus nicht einfach zusammenhéngend.

Es ist offensichtlich, daf} jedes konvexe Gebiet einfach zusammenhéngend ist.

Es ist nun moglich, ein hinreichendes Kriterium fiir Potentialfelder zu formulieren.

Satz 3.17. (zweiter Hauptsatz fiir Potentialfelder)

Sei D C R" ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und v : D — R” ein stetig differenzierbares
Vektorfeld.

Dann ist v genau dann ein Potentialfeld, wenn die Jacobi-Matriz Jy(x) fir alle x € D symme-
trisch ist, also

gilt.
Fiir den Fall n = 3 ist die Symmetrie der Jacobi-Matrixz gleichbedeutend mit der Gleichung

rotv(x) =0

Beweis.
Es soll nur gezeigt werden, daf} fiir ein Potentialfeld v die Jacobi-Matrix symmetrisch ist, denn
der Beweis der anderen Richtung des Satzes wird analog zum Beweis des Satzes 3.13 gefiihrt.
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Da v stetig differenzierbar ist, und ein f mit grad f = v existiert, folgt die zweifache stetige
Differenzierbarkeit von f. Damit gilt nach dem Satz von Schwarz

ov; 0’ f B 0’ f _ Oy

Ozj Ox;0z; Oz;0z; Oz;’

also

Mit dem Satz 3.17 liegt nun ein leicht zu iiberpriifendes Kriterium fiir Potentialfelder vor.
Beispiel 1:
Betrachten wir das Vektorfeld

yz? cos(zy) + 2wy
v(z,y,2) = | zz%cos(zy)+22+2 |,

2zsin(zy) +y + 22

das auf ganz R? und damit auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet definiert ist. Nach
dem Kriterium 3.17 ist v ein Potentialfeld, wenn rot v(x) = 0 gilt. Fiir die Rotation errechnet
man

2zx cos(zy) + 1 — [£2z cos(zy) + 1]
y2z cos(zy) — 2zy cos(zy) =0,
22 cos(zy) — zyz? sin(zy) + 2z — [22 cos(zy) — y2z2x sin(zy) + 21]
und damit ist v ein Potentialfeld.

Beispiel 2:

Wenn wir das Wirbelfeld v(z,y) =

;c‘llTyZ _xy ) auf D = R? \ (0,0) betrachten, haben wir

mit D ein Gebiet, das nicht einfach zusammenhingend ist. Wenn wir als Kurve v den
Einheitskreis betrachten (y(t) = (cost,sint), ¢t € [0,27]), dann ergibt sich

fv-dx:%r;éo,
Y

womit v nach Satz 3.13 kein Potentialfeld ist.
Die Berechnung der Jacobi-Matrix ergibt mit

2 yz . —y2—|—w2

e ) W
(@ +y?)? (@ +y?)?

eine symmetrische Matrix. Allerdings kann das Kriterium 3.17 nicht angewandt werden, da
D nicht einfach zusammenhéngend ist.

Wir haben weiter oben schon die Vorteilhaftigkeit der Kenntnis einer Stammfunktion erkannt,
wenn man z.B. an die Integration des Potentialfeldes entlang einer Kurve denkt.
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3.4 Berechnungsmethoden fiir Stammfunktionen

Mit dem folgenden Algorithmus soll nun fiir das Potentialfeld aus Beispiel 1 eine Stammfunktion
bestimmt werden.
Man nennt die Methode auch Ansatzmethode. Wir gehen davon aus, dafl

fz yz? cos(zy) + 2wy
grad f(z,y,2) = | fy | = | z2?cos(zy) +2°+2 | =v(z,y,2) (74)
Iz 2zsin(zy) +y + 22

gelten muf.
(1) Aus der Gleichung
fe = y2® cos(zy) + 2y
folgt nach der Integration nach z

flz,y,2) = yzZ@ +a?y+Cly,2) , (75)

wobei C(y, z) eine von z unabhingige Funktion sein soll.
(2) Das Ergebnis von (1) wird nun nach y partiell differenziert, man erhilt dann
fy = 22z cos(zy) + z° + Cy(y, 2) ,
so daf} sich zur Bestimmung von C(y, z) mit (74) die Gleichung
22z cos(zy) + 2% + Cy(y, z) = z2° cos(zy) + x> + 2z baw. Cyly,2) =z
ergibt. Die Integration nach y ergibt
Cly,z) = zy + D(2) ,

wobei D(z) nicht mehr von z und y, sondern nur noch von z abhingt. Aus (75) erhélt
man damit

2

f(z,y,2) = 2°sin(zy) + 2%y + 2y + D(2) (76)

(3) Das Ergebnis (76) wird nun partiell nach z differenziert, und man erhélt
fz=2zsin(zy) +y + D,(2) ,
so daf sich zur Bestimmung von D(z) mit (74) die Gleichung
2zsin(zy) + y + D,(2) = 2zsin(zy) + y+ 2z bzw. D,(z) =2z
ergibt. Die Integration nach z ergibt schlieBlich D(z) = 2% + const., so da§ wir mit
f(z,y,2) = 2% sin(zy) + 2%y + 2y + 2* + const.

eine Stammfunktion gefunden haben.
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Die Punkte (1) bis (3) lassen sich in der beschriebenen Weise zur Berechnung einer Stammfunk-
tion eines vorgegebenen Potentialfeldes anwenden.

Im Beweis des Satzes 3.13 wurde mit
f(x) ::/ v.dx fiir xeD

eine Stammfunktion fiir ein vorgegebenes stetig differenzierbares Vektorfeld v definiert. Dabei
war 7y, ein beliebiger in D liegender Polygonenzug, der irgendeinen Punkt xy € D mit dem
Punkt x € D verbindet.

Will man die Stammfunktion f explizit bestimmen, mufl man sich einen giinstigen Punkt xq € D
und einen giinstigen Polygonenzug von xy nach x in D suchen, fiir den sich das Kurvenintegral
leicht berechnen lait. Falls die Strecke

ve(t) = x0 + t(x — x¢) t€[0,1]

in D verluft, hat man das Integral

F(x) = /0 v(x0 + H(x — x0)) - (x — x0) dt

zu berechnen. Die beschriebene Methode zur Berechnung einer Stammfunktion nennt man Me-
thode mit dem Kurvenintegral.
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4 Integration ebener Bereiche und Oberflichen

4.1 Flicheninhalt ebener Bereiche

Ausgehend von der Anschauung, dal man einem Rechteck mit den Kantenlingen a und b den
Flicheninhalt F' = a - b zuordnet, soll im folgenden der Flicheninhalt von ebenen Objekten
bzw. Mengen des R? definiert werden, der mit der anschaulichen Vorstellung des Flicheninhalts
iibereinstimmt, den wir fiir spezielle Objekte bereits kennen.

Abbildung 6: Punktmenge M C R?

Betrachten wir dazu eine Punktmenge des R?, wie sie in Abbildung 6 zu sehen ist. Zur Be-
stimmung des Flicheninhalts von M iiberziehen wir den R? mit einem Gitter der Maschenweite
h = 2%, d.h., mit wachsenden k wird das Gitter immer feinmaschiger. In den Abbildungen 7 und
8 ist dies skizziert.

/
K (
/
Abbildung 7: Gitter der Maschen- Abbildung 8: Gitter der Maschen-
weite h weite h/2

Den Flicheninhalt der einzelnen Gittermaschen kennen wir mit f; = h? bzw. fo = %2. Die
einfache Idee der Bestimmung des Flicheninhalts von M besteht nun in der Niherung durch
Gittermaschen, die vollstindig in M liegen bzw. mindestens einen Punkt aus M enthalten.

Definition 4.1.

Mit sx(M) bezeichnen wir die Summe aller Flicheninhalte der Gittermaschen, die vollstindig
in M enthalten sind.

Mit Sk(M) bezeichnen wir die Summe aller Flidcheninhalte der Gittermaschen, die einen Punkt
aus M enthalten.
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Bemerkung 4.2.
Bei dem in der Abb. 7 angegebenen Gitter ergeben sich nach meiner Zihlung 3 innere Gitter-
maschen und 17 Maschen, die mindestens einen Punkt von M enthalten, so daf sich

si(M)=3h*>  bzw. S;(M) = 17h*

ergibt.
Bei dem in der Abb. 8 angegebenen Gitter ergeben sich nach meiner Zdhlung 22 innere Gitter-
maschen und 50 Maschen, die mindestens einen Punkt von M enthalten, so daf} sich

h2 ) h2 )
s2(M) =227, =557 baw.  Sy(M) =50 = 12.5h

ergibt.

Korollar 4.3.
Aufgrund der Definition 4.1 von s und Sy folgt unmittelbar

sp(M) < spp1(M) < Sp1 (M) < Sp(M) (77)
was auch in der Bemerkung 4.2 festgestellt wurde.

Damit ist die Folge (si(M)) monoton wachsend und nach oben beschrénkt und die Folge (Sx(M))
monoton fallend und nach unten beschrankt.

Korollar 4.4.
FEs existieren die Grenzwerte

F;(M) lim sx(M) wund F,(M):= lim Sx(M).

T k—o00 k—00

Definition 4.5.
F;(M) wird innerer Inhalt und F,(M) duflerer Inhalt von M genannt. Man sagt, die Menge M
sei Jordan-mefibar oder hat einen Flicheninhalt, wenn

F; (M ) =F, O(M )
gilt, und in diesem Fall wird der Jordan-Inhalt oder Flicheninhalt der Menge M durch
F(M) := F,(M) = F,(M)

erklart.
Fiir die leere Menge () definieren wir F()) = 0. Eine Jordan-mefibare Menge N mit F(N) = 0
wird eine Jordan-Nullmenge genannt.

Bemerkung 4.6.
Der Fall

Fy(M) < Fo(M)
ist - nicht nur fiir Ingenieure - schwer vorstellbar, aber moglich. Fiir die Menge M C R?,
M ={(z,y)|0 <z <1,y =0, fir rationales z, und y = 1, fiir irrationales z}
findet man tatsichlich
0=F(M)<F(M)=1,

obwohl die Menge M beschrinkt ist.
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Im folgenden Satz werden recht offensichtliche Eigenschaften von mefibaren Mengen (wir lassen
der Einfachheit halber den Vorsatz ” Jordan” weg) zusammengefaft.

Satz 4.7. (Eigenschaften von mefbaren Mengen und dem Jordan-Inhalt)

(a) Jede Teilmenge einer Jordan-Nullmenge ist eine Jordan- Nullmenge (wir lassen den Vorsatz
"Jordan” kinftig weg).

(b) Die beschrinkte Menge M C R? ist genau dann mefbar, wenn der Rand OM wvon M
mefbar ist und F(OM) = 0 gilt.

(c) Jedes regulire Kurvenstiick des R? ist eine Nullmenge.
(d) Durchschnitt und Vereinigung zweier mefbarer Mengen sind wieder mefibar.
(e) Wenn M und N mefSbar sind, dann ist auch M \ N mejfSbar.

(f) Wenn M und N mefbar sind und M C N gilt,
dann folgt F(M) < F(N) (Monotonie des Inhalts).

(9) Wenn M und N mefbar sind und M NN =0 gilt,
dann folgt F(M UN) = F(M) + F(N) (Additivitat des Inhalts).

Bemerkung 4.8.
Bis auf die Aussage (b), die aufwendig zu beweisen ist, sind die anderen Aussagen offensichtlich
und folgen im wesentlichen aus der Ungleichung (77).

Definition 4.9.
Eine beschrinkte Teilmenge B C R? heifit reguliirer Bereich, wenn

(a) B abgeschlossen ist,

(b) das Innere von B, also B\ 0B ein Gebiet ist und

(c) der Rand 0B von B aus endlich vielen reguliren Kurven besteht.

4.2 Riemannsches Doppelintegral

Im folgenden verwenden wir, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, den Begriff Bereich B
fiir einen ebenen, reguliren Bereich, aus dem evtl. auch eine Nullmenge entfernt wurde.

Definition 4.10.
Unter dem Durchmesser von C wollen wir

diam(C) = sup{|[x —y|| | x,y € C}
verstehen.

Bemerkung 4.11.
Man iiberlegt sofort, dafl die Menge

M={(z,9)0<z<a 0<y<b a,b>0}
ebenso wie die Menge

N={(z,9)0<z<a, 0<y<b, a,b>0}
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den Durchmesser
diam(M) = diam(N) = v a? + b2

hat. Im Falle von abgeschlossenen Mengen ist das Supremum in der Definition 4.10 gleich dem
Maximum.

Definition 4.12. (Zerlgeung)
Unter einer Zerlegung Z von B verstehen wir eine Familie®

{Bjli =1,....k}
von Teilbereichen mit den Eigenschaften
(a) U?:IB]' = B,
(b) fiir i # j ist B; N B; eine Nullmenge.
Die Feinheit 6(Z) einer Zerlegung Z ist durch
0(Z) := max{diam(B;)|j = 1,...,k}
definiert. Eine Folge (Z) von Zerlegungen heifit zulissig, wenn
kli)nolo 0(Zk) =0
gilt.

Bemerkung 4.13.
Die in der Abbildung 6 skizzierte Punktmenge M kénnte man durch die Zerlegung

Z ={B1,By,Bs,...,Bi7} ,

die in der Abbildung 9 skizziert ist, ”zerlegen” (man muf} hier auch die sehr, sehr kleinen
Teilbereiche mitzéihlen). Die Feinheit wire in diesem Fall §(Z) = hv/2.

T

Abbildung 9: Zerlegung von M C R?

8Unter einer Familie versteht man hier eine Menge von Mengen
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Definition 4.14. (Riemannsche Zwischensumme)

Sei f : B — R eine beschriinkte Funktion, fiir die eine Nullmenge N C B existiert, so daf} f auf
B\ N stetig ist. Wenn Z = {B;|j = 1,...,k} eine Zerlegung von B ist und x; € B; beliebige
Punkte sind (werden Zwischenpunkte genannt), dann heifit der Ausdruck

S(f,2) = f(x;)F(By)

=1

Riemann’sche Zwischensumme der Funktion f beziiglich der Zerlegung Z und den vorge-
gebenen Zwischenpunkten.

Satz 4.15.

Unter den Voraussetzungen an f aus der Definition 4.14 konvergiert fir jede Folge zuldssiger
Zerlegungen (Zy) des Bereiches B die Folge der Riemannschen Zwischensummen (S(f, Z)).
Der Grenzwert I ist unabhdngig von der speziellen Wahl der Folge zuldssiger Zerlequngen (Zy)
und von der Wahl der Zwischenpunkte.

Bemerkung 4.16.

Der Satz 4.15 hat die gleiche Bedeutung wie die entsprechende Aussage fiir die Riemannschen
Summen bzw. das Riemann-Integral von Funktionen einer reellen Verénderlichen.

Der Satz 4.15 rechtfertigt die Definition

Definition 4.17. (Riemannsches Doppelintegral)
Unter den Voraussetzungen an f aus 4.14 und 4.15 nennt man I das Riemannsche Integral
der Funktion f iiber den Bereich B, und man verwendet die Schreibweise

//deFz//Bf(a:,y)dF://Bf(m,y)dxdy.

Bemerkung 4.18.

(a) Fiir jeden Bereich B C R? gilt offensichtlich

/ / 1dF = F(B).
B
(b) Wenn f > 0 ist, so beschreibt

K ={(2,9,2)" |(z,9)" € B, 0 <z < f(z,y)}
eine Teilmenge des R?. Das Doppelintegral [ [, f dF definiert dann das Volumen V (K).

Satz 4.19. (Eigenschaften des Riemannschen Doppelintegrals)

Seien B ein Bereich und f,g zwei auf B definierte beschrdankte Funktionen, die in allen Punkten
von B mit Ausnahme einer Nullmenge stetig sind sowie « eine reelle Zahl. Dann gelten die
Aussagen

(a)

//(f+g) dF:// de+// gdF  (Additivitit des Integrals)
B B B

// af dF = a// fdF  (Homogenitit des Integrals)
B B
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(b)
Aus f < g folgt // deg// gdF  (Monotonie des Integrals)
B B

(¢) Wenn By und By zwei Bereiche mit By U By = B und F(B1 N By) = 0 sind, so gilt

// de-l—// de:// fdF (Bereichsadditivitit des Integrals)
B B> B

(d) Wenn B ein regulirer Bereich ist und f : B — R stetig ist, so gibt es einen Punkt x* € B
mit

// fdF = f(x*)F(B) (Mittelwertsatz) .
B

4.3 Normalbereiche und die konkrete Doppelintegralberechnung

Zur praktischen Berechnung des Inhalts von Bereichen bzw. von Riemannschen Doppelintegralen
muf} man die Bereiche mathematisch fassen. Die einfachste Form eines Bereiches ist ein Rechteck
der Art

B =[a,b] x [e;d] = {(z,9)"la <z <b, c <y < d}.
Allgemeinere Bereiche beschreibt man mit der Definition

Definition 4.20. (Normalbereiche)
Ein Bereich B; C R? heifit Normalbereich vom Typ I, wenn es ein abgeschlossenes Intervall
[a,b] und zwei stetig differenzierbare Funktionen g, h : [a,b] — R gibt mit

g(x) < h(zx) fir alle z € [a,b] und B; = {(z,y)T|z € [a,b], g(z) <y < h(z)} .

Ein Bereich By C R? heifit Normalbereich vom Typ II, wenn es ein abgeschlossenes Intervall
[c, d] und zwei stetig differenzierbare Funktionen g, : [c,d] — R gibt mit

g(x) < h(z) fiir alle @ € [c,d] und By = {(z,9)"ly € [¢,d], g(y) <= < h(y)} .

Bemerkung 4.21.
Es ist offensichtlich, dafl Rechteckbereiche Normalbereiche vom Typ I und vom Typ II sind.
Einen Viertelkreis V' (1. Quadrant, Radius R) kann man durch

V={(z9)"0<z<R,0<y< VR -z}

als Normalbereich vom Typ I und durch

V={(zyT0<y<R 0<z<+/R -y

als Normalbereich vom Typ II darstellen.
Ein Halbkreis H (1. Quadrant und 2. Quadrant, Radius R) kann man durch

H:{(m,y)T|—R§$§R,O§y§\/RQ—:CZ}

als Normalbereich vom Typ I und durch

H={(=zyT0<y<R —vR—y<3<R—y2}

als Normalbereich vom Typ II darstellen.
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Satz 4.22. (Doppelintegral iber Rechteckbereiche)
Wenn B = [a,b] X [c,d] ein Rechteck und f : B — R eine stetige Funktion ist, so gilt

//deFZ/ab[/cdf(w,y)dy]d:vz/cd[/abf(x,y)dx]dy.

Beweis.
Sein € Nund 1 <14,j < n, dann erhélt man mit

- b . e
R ={(my)Tla+ (b —a) <z <a+ U e Zld—c) <y < e+ 1L
mit

Zn ={R7j|1 <i,j <n}

eine Folge zuléissiger Zerlegungen (Z,) des Rechtecks B. Mit x; ; = (z] ,y;)T € R}, ist

S * % (b_a’)2 " * % b—ab—a
S(faZn):ZZf(37iayj) n2 :Z[Zf(xiayj) n ] :

n
i=1 j=1 i=1 j=1

Wenn ein beliebiges € > 0 vorgegeben ist, so kann man nach der Definition des Riemannintegrals
fiir Funktionen einer Veréinderlichen ein ng € N mit

> Flaty) —/df(w’-‘ y)dyl < =
2wy A 20— a)

finden. Aufgrund der Integrierbarkeit der Funktion z — fcd f(z,y) dy folgt fiir n > nyg

n d _ b d )
|Z§:;/C f(xf,y)dybna—/(l[/c f(l‘,y)dy]dx|§§_

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

b—a

b d
1S(f, Zn) — / [/C f(z,y) dy)dz| (78)

NS b— d b—
SN it = [ et

i=1 j=1

|§/c f(x%kay)dybna_/a[/c f(g;,y)dy]dx\<§+§:€

IA

+

0

Das Ergebnis des Satzes 4.22 kann man wie folgt auf Normalbereiche vom Typ I und II verall-
gemeinern, wobei der Beweis dhnlich wie beim Satz 4.22 verliuft.

Satz 4.23. (Doppelintegral iber Normalbereiche)
(a) Wenn B ein Normalbereich vom Typ I der Form

B ={(z,y)"|z € [a,b], g(z) <y < h(z)}

und f : B — R eine stetige Funktion ist, dann gilt

//deF:/ab[/g::)f(w,y)dy]dx.
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(b) Wenn B ein Normalbereich vom Typ II der Form

B={(z,9)"ly € [, d], g(y) <= < h(y)}

und f : B — R eine stetige Funktion ist, dann gilt

d  rh(y)
[ [ rar= 1] "swwdday.
B c Jyg(y)
Korollar 4.24.

Sei B ein Bereich, der sich als eine endliche Vereinigung B = U;?:lBj von Normalbereichen B;
darstellen lGft, die vom Typ I oder II sind, so daf fiir 1 # j die Menge B; N B; eine Kurve oder
Nullmenge ist. Dann gilt fiir eine stetige Funktion f : B - R

k
dF = dF' .
[Ja=%] ],
Bemerkung 4.25.

Mit den Sétzen 4.22 und 4.23 sowie der Folgerung 4.24 ist es nun moglich mit den Kenntnissen der
Integralrechnung von Funktionen einer Verdnderlichen auf dem Wege der ”iterierten Integration”
Doppelintegrale zu berechnen.

Dabei kann man davon ausgehen, dafl sdmtliche praktisch interessanten Integrationsbereiche als
Vereinigung von ebenen Normalbereichen darstellbar sind.

4.4 Satz von Green

Mit dem Satz von Green soll ein Zusammenhang zwischen einem Doppelintegral iiber einen
Bereich und einem Kurvenintegral der Randkurve des Bereichs hergestellt werden. Dazu wird
der Begriff der Orientierung einer geschlossenen Kurve benétigt.

Definition 4.26. (positive Orientierung)

Sei B ein Bereich mit dem Rand 0B, der aus endlich vielen geschlossenen Kurven 1,72, ..., v
bestehe. Die Kurven seien parametrisiert, so da fiir jede von ihnen eine Durchlaufrichtung
definiert ist.

Der Rand von B heifit positiv orientiert, wenn beim Durchlaufen jeder einzelnen Randkurve
«j der Bereich B zur Linken liegt.

Bemerkung 4.27.
Der Rand des Einheitskreises ist mit der parametrisierten Randkurve

~(t) = ( COSt>,te 10, 27]

sint

positiv orientiert.
Das Rechteck R = [a,b] X [c,d] hat die Randkurve v = [y1,72,73,74], wobei die Parametrisie-
rungen

wo= (1) et wo=(}) reka,

w = (PTG ) el w0 =( 4, ) teled.

eine positive Orientierung von v = @R ergeben.
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Um den Satz von Green herzuleiten, betrachten wir ein auf dem Rechteck R definiertes stetig
differenzierbares Vektorfeld v : R — R? mit den Komponentenfunktionen vy, ve. Wir stellen
fest, daB 41 = (1,0)7, 42 = (0,1)7, 43 = (—=1,0)T und 44 = (0, —1)7 gilt. Damit erhiilt man fiir
das Kurvenintegral f7 v-dx

4
/v-dx = Z/v-dx
v j=17

_ /abm(:v,c)da:Jr/de(b,y)dy—/abvl(xad)dx—/cd”2(“’y)dy
= /b[vl(m ) — vi(z, d)]dm+/cd[’v2(b,y)—Uz(aay)]dy

_ //‘9"’1 dw+//8v”y)d]dy

_ // 87)2 y avl(xay)]dF
= By ,

[ ] [

gezeigt wurde. Wenn man ein Gebiet durch achsenparallele Rechtecke approximiert, beweist
man auf eine dhnliche Weise wie eben den

womit

Satz 4.28. (Satz von Green)
Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein Bereich, dessen Rand aus endlich vielen positiv orien-
tierten Kurven bestehe, und v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ v olx_//[av2 ,y) _ 9@ 9)y g (79)
dB oy
Beispiele:

1) Sei u : D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und <y die Randkurve eines
Bereiches B C D C R?. Der Normalenvektor n(¢) in einem Randpunkt y(t), ¢ € [t, te] mit dem
Tangentialvektor §(t) = (i1(t), 42(t))7 ist durch

gegeben. Mit

= Ugg + Uyy = Au,

_ —Uy avg(w,y) o 8IUl (-’L',y)
v = ( "y ) folgt o By

und damit ergibt sich aus dem Satz von Green

//AudF = / v-.dx
B B

- / V) ) dt = / " gradu(y(t)) - n(t)dt
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2) Ziel ist die Berechnung des Flicheninhalts des Bereiches B, der von der Hyperzykloide
berandet wird. Die Hyperzykloide ist durch die Parametrisierung

0= (20 ) = (it ) e

positiv orientiert. Man fithrt nun mit

ein Vektorfeld ein, fiir das

Ova(z,y) _ Ovi(z,y)

ox oy =1

gilt. Fiir 4(t) ergibt sich

. [ —2(sint + sin(2t))
Y(E) = ( 2(cost — cos(2t)) ) ’

damit ergibt sich aus dem Green’schen Satz

F(B) = //BdF:/an-dx

1

= 3 /O QW[—xQ(t):bl(t)+:v1(t)562(t)]dt

= % /0 7r[—(2 sint — sin(2t))(—2(sin ¢ + sin(2¢)))
+(2cost + cos(2t))(2(cos t — cos(2t)))] dt

1 2
= 5/ [~8cos®t + 6cost + 2] dt = 2
0

Aus dem letzten Beispiel kann man die folgende Aussage direkt schlufifolgern.

Korollar 4.29. (Flicheninhaltsformel)
Sei B ein Bereich, der von der doppelpunktfreien geschlossenen Kurve v = OB : [tq,t.] — R?
eingeschlossen wird. Dann ergibt sich fir den Fldcheninhalt des Bereiches B die Formel

1

te
F(B) = 5 [ Traa)in(®) + o @)ia(0)de

4.5 Transformationsformel fiir Doppelintegrale

Wenn wir uns an die HM I bzw. die Integration von Funktionen einer reellen Verdnderlichen
erinnern, dann hat die Substitutionsregel

b 510
/ () dz = / f(qs(t))%t) dt mit z=@(t), ¢ injektiv,
a #1(a)

oft zur erfolgreichen Bestimmung einer Stammfunktion beigetragen. Diese Regel soll nun fiir
den Fall von Doppelintegralen verallgemeinert werden.
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Definition 4.30. (Koordinatentransformation)
Seien D und D’ zwei Gebiete aus dem R?. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion®

x: D — D', x(u,v) = ( o(u, ) )

heifit Koordinatentransformation, wenn die Abbildung x injektiv ist und wenn fiir alle ( Z ) €

D

Owy) _ o m(wy) o)
Bauyw) Lt (v)) “(yum,v) yum,v))# 0

gilt.

Man kann sich etwa vorstellen, da8 durch x Geraden des R? der Form u = const. und v = const.
auf regulidre Kurven mit den Tangentialvektoren

(7000) b, (00
Yu(u,v) Yo(u,v)

Ly (u7 U) Ly (u7 ’U)
Yu(u,v)  Yo(u,v)
miissen und nicht gleich dem Nullvektor sein diirfen. Die Kurven werden Koordinatenlinien

genannt. Aufgrund der von x geforderten Eigenschaften folgt fiir einen reguldren Bereich B C D,
da auch B’ = x(B) C D’ ein regulirer Bereich ist. Somit kann man z.B. aus einer Gitter-

abgebildet werden, wobei diese wegen det ( ) # 0 linear unabhingig sein

Zerlegung
Z = {By, By, ..., B}
des reguléren Bereichs B mit x(B;) = B eine Zerlegung
7' = {B!,B), ..., B,}

von B’ erhalten. Z' wird die Bildzerlegung von Z unter x genannt. In der Abb. 10 ist der Uber-
gang von B nach B’ durch x skizziert.

Aufgrund der Kompaktheit von B sowie der Beschrianktheit der Ableitungen von z(u,v) und
y(u,v) kann man folgern, dafl im Falle der Zuldssigkeit der Zerlegungsfolge (Z,) auch die Folge
der Bildzerlegungen (Z),) zuléssig fir B’ ist.

Betrachten wir nun ein Gitterrechteck der Form

o uj +1t
B]_{<Uj+s>|0§t§h,0§s§k},

wobei h und k die Kantenldngen des Rechtecks sind, so kann der Bildbereich
B} = {x(uj +t,v;+s)[0 <t <h,0<s <k}
in erster Niherung durch das Parallelogramm

P; = {x(uj,v;) + txy(uj,v) + sxy(uj,v;)|0 <t < h,0<s <k}

9Bei der Integration betrachten wir bekanntermafien Bereiche im Unterschied zu Gebieten. Der Begriff des
Gebietes wird hier nur erforderlich, weil wir Differenzierbarkeitseigenschaften sinnvollerweise auf offenen Mengen
fordern, also auf Gebieten.
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k
B. Xy =
. X: B— B’ X

Abbildung 10: Koordinatentransformationen

dargestellt werden. Fiir den Flicheninhalt von P; errechnet man mit dem Sinus-Satz!°
F(Py) = |[hxu(uj, v)]| - ||k (uj; 07)]] - [ sin(£(xu, %))
= hk [[xu(wj; v5)]] - [0 (ug; v5)|] - | sin(£(xu, )]
= \/||xu||2 (x| = (xu - x0)? hk
= 222 4 222 + 2292292 — 2222 — 20, Ty Yuly — Y2y2 hk

= \/‘x%yg — 2%y TyYulYy + yu 121 hk = v (ivuyv - yuxv)Q hk

— [det(u(u, NI (E) = | 520 F(B,).

D.h., F(Bj) ist in erster Naherung gleich |det(Jx(u,v))|F(B;). Wenn nun f : B' — R eine stetige
Funktlon ist, so definiert sie durch die Substitution

g(u,v) = f(x(u,v))

eine stetige Funktion g : B — R. Fiir die Zwischenpunkte u; = (uj,vj)T erhilt man die Zwi-
schenpunkte x; = x(u;). Damit ergibt die Zerlegung Z' = {B!, B), ..., B} } die Riemannsche

Summe
k
S(£,2) = fx
j=1

die in erster Naherung gleich der Riemannschen Summe Z§:1 f(x(u;)F(P;) ist, also erhalten
wir

k k
8(£,2)=>_f(x ~ DT F(Py) = 3 g(ug)ldet(Jx(w)|F(B;)

Betrachtet man fiir eine zulissige Zerlegungsfolge (Z,) von B die am weitesten rechts stehende
Riemannsche Summe, so konvergiert die Folge

S(g - |det(Jx)|, Zn) gegen // U, V) ;|d dv

Da die Riemannschen Summen S(g - |det(Jx)|, Z,) und S(f, Z),) in erster Ndherung gleich sind,
ergibt sich der

19Unter Nutzung der Identitéit sin? @ = 1 —cos® a und der Anwendung des Kosinus-Satzes wird sin o eliminiert.
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Satz 4.31. (Substitutionsregel fiir Doppelintegrale)

//X(B)deZ//BIf(:C,y)da;dyz//Bf(x(u,v),y(u,fu))|%|dudv. (80)

Bemerkung 4.32.

Die Regel (80) ist auch dann erfiillt, wenn fiir endlich viele Punkte aus B die Bedingung 5243 # 0
nicht erfiillt ist.

Das ist besonders bei Koordinatentransformationen von kartesischen in Zylinder- oder Kugelko-
ordinaten von Bedeutung.

4.6 Integration iiber Flichen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir ein Instrumentarium zur Bestimmung des Flichen-
inhalts ebener Bereiche bzw. zur Berechnung von Riemannschen Doppelintegralen erarbeitet.
Nun soll das Problem der Berechnung des Flicheninhalts von Fliichen im Raum (R?) behandelt
werden. Als Beispiel sei hier die Berechnung der Kugeloberfliche genannt. Als Mittel zur Be-
rechnung des Inhalts von Oberflichen werden wir schliellich das Oberflichenintegral erkliren.

Im Falle ebener Bereiche haben wir mit den Normalbereichen eine mathematische Beschrei-
bung, die die Integration ermdoglicht. Fiir Flichen im R3 sollen nun mathematische Beschrei-
bungsmoglichkeiten diskutiert werden. Wir betrachten die Darstellung einer Fliche hauptséchlich

(a) als Graph einer Funktion f : B - R, B C R?

S={| v |(z,y)" € B},
f(z,y)

(b) parametrisiert, als Ergebnis der Abbildung x: B — R?, B C R?

S ={x(u,v) = | y(u,v) ||(u,v)T € B} und

(c) implizit, als Losungsmenge einer Gleichung
F(z,y,2) =0.
Man sieht, dal die Darstellung als Graph einer Funktion eine spezielle Parametrisierung, also

ein Spezialfall von (b) ist. Im folgenden wollen wir uns auf den Fall einer durch x : D — R3
parametrisierten Fliche S konzentrieren.

Definition 4.33. (Parametrisierung eines Flichenstiicks)

Es seien D C R? ein Gebiet und B C D ein regulirer Bereich. Sei x : D — R? ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld. Die Einschrinkung von x auf B wird Parametrisierung eines reguiren
Flachenstiicks genannt, wenn

(1) x injektiv ist, und
(2) fiir alle (u,v)T € B

xyu(u,v) X xy(u,v) # 0 ist.
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Die Punktmenge
S = {x(u,v)|(u,v)T € B} =: x(B)

ist dann das von der Parameterdarstellung x dargestellte Flichenstiick und wird regulires
Fliachenstiick genannt.

Bemerkung 4.34.
Die Bedingung (2) besagt, daB die Tangentialvektoren!! an die Parameterlinien

{x(u,vo)|(u,v)T € B} {x(ug,v)|(up,v)T € B}

im Punkte x(ug,vg) linear unabhingig sind. Diese Tangentialvektoren spannen im R? eine den
Punkt x(ug,vg) enthaltende Ebene

E = {x = x(up,v0) + axy(ug,v0) + Bxy(ug, vo)|a, B € R}

auf, die die Tangentialebene an die Fliche S im Punkt x(ug,vo) darstellt.

Bemerkung 4.35.
Wenn wir in B C R? ein reguliires Kurvenstiick u : [a,b] — B, u(t) = (u(t),v(t))? betrachten,
das durch u(tg) = (up,vp) , t € (a,b) verlduft, so ist durch

7(t) =x(u(t)) ¢ €ab]

ein Kurvenstiick definiert, das ganz in der Fliche S liegt und durch den Punkt xo = x(ug, vg)
geht. Mit der Kettenregel errechnet man fiir den Tangentialvektor

Y(to) = xu(uo, vo)u(to) + Xy (uo, vo)v(to) -

Fiir die Bogenlidnge s(t) der Kurve  erhilt man
s) = [ Bl
= /a V3, (7 ()22 (1) + 25, (7 ()% (7(8) )i (2)0 (8) + x, ((2))202(2) dt

Wir bezeichnen nun mit

E(u,v) = x4 (u,v)?  F(u,v) = %y (u,0) - Xo (1, v) Xy (u,0)?

die metrischen Fundamentalgréflen des Flichenstiicks.

Sie bestimmen die Linge von Kurven auf der Fliche, den Schnittwinkel von Kurven auf der
Fliche und den Inhalt von Teilflichenstiicken. Fiir die Bogenlidnge gilt speziell

t
s(t) = / VE@())a2(t) + 2F (4())a(t)o(t) + G(y(1))o*(t) dt -

Wenn wir uns an die Betrachtungen bei der Transformationsformel fiir Doppelintegrale erinnern
ergibt sich fiir den Flidcheninhalt des von den Vektoren x, und x, aufgespannten Parallelo-
gramms

||y X xy|| = VEG — F? .

UUnter  xu(u,v) bzw.  xy(u,v) sollen die  Vektoren  (zu(u,v),yu(u,v),zu(u,v))T  bazw.
Ty (1, 0), Yo (u, ), 20 (u,v))T, also die komponentenweise Ableitung des Vektors x(u,v) nach u bzw. v ver-
standen werden.
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Beispiel:
LBt man den Graphen der Funktion f(z) = x2 um die y—Achse rotieren, entsteht fiir z € [0, 1]
eine Fliche. Eine mogliche Parametrisierung findet man mit

U COS ¢
x(u,v) = u? , (u,v) €10,1] x [0,27] .
¥ sin ¢
y=x?
1
: 1
(y X
u. - using

Abbildung 11: Parametrisierung eines Rotationskérpers

Definition 4.36.

Eine Teilmenge S C R? heifit stiickweise regulire Fliche, wenn es endlich viele reguliire Flichenstiicke
S1,...,Sp gibt, die hochstens endlich viele regulére Kurvenstiicke ihrer Rénder gemeinsam besit-
zen und fiir die

gilt.

4.6.1 Oberfliche eines reguliren Flichenstiicks

Im folgenden soll der Flicheninhalt regulirer Flichenstiicke definiert werden. Dazu betrachten
wir den regulidren Bereich B und die auf B definierte Parameterdarstellung eines reguliren
Flichenstiicks S C R3. Wie im Fall der Definition des Flicheninhalts ebener Bereiche iiberlagern
wir B mit einem Rechteckgitter, dessen Maschen die Linge h bzw. k haben. Das Rechteck B;
erkldaren wir durch

Bj = {(uav)TW € [uj’uj +h], v € [Ujavj +hl},
wobei B; C B sein soll. Fiir (u,v)T € B, gilt die Niiherungsaussage
x(u,v) = x(uj,v5) + Xy (1), v5) (w — uj) + %, (uj,v5) (v — v;) + o(h?, k?) ,

und damit kann man das Flichenstiick S; = x(B;) (siehe auch Abb. 12) in erster Naherung
durch das Parallelogramm

Pj = {X(Uj,vj) —f—Xu(Uj,’Uj)S +Xv(ujavj)t|s € [Oa h’]a te [07 k]}
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beschreiben. Fiir den Flicheninhalt des Parallelogramms berechnet man
F(Py) = |lxulujvg) x xo(uj, 05)|| - 1o - K
= |bxuluj, vj) X xu(uj, vj)|| - F(B;)
= EG - F?.F(Bj),

und fiir kleine h, k kann man F(P;) als eine erste Ndherung des Flé‘u%leninhalts von S; ansehen.

X

Abbildung 12: Ubergang von B; mittels x zu S

Ahnlich wie bei den ebenen Flicheninhalten iiberdecken wir B nun mit einem Rechteckgitter
und bezeichen mit

ni n;

O0i(S, hok) =D S O(Py) = [Ixuluj, v;) x xo(uj,v5)|| - F(Bj) (81)
j=1 j=1

die Untersumme des Flicheninhalts von S, wobei fiir B, j = 1,...,n; gilt:

Bj ist Teil des iiberdeckenden Rechteckgitters und B; C B .

Mit
08, 1) = Y- OF3) = 3 Il 5) x50l vl| - F(B;) (52

bezeichnen wir die Obersumme des Flicheninhalts von S, wobei fir B;, j = 1,...,n, gilt:
Bj; hat mindestens einen Punkt mit B gemeinsam, d.h., es gilt B; N B # 0 .
Man kann nun zeigen, daf} fiir h; < hg und k1 < ko
O;i(S,h1,k1) < O;(8S, ha, k2) < On(S, ha,k2) < Oy(S, h1, k1)
gilt, also O,(S, h, k) bzgl. h,k monoton fallend und nach unten beschrinkt ist und O;(S, h, k)

bzgl. h, k monoton wachsend und nach oben beschrinkt ist. Bei entsprechenden Forderungen an
x, d.h., im Falle eines regulidren Flichenstiicks S stimmen die Grenzwerte

lim  O;(S,h, k) und  lim  Ou(S,h,k)
maz{h,k}—0 maz{h,k}—0
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iiberein, und wir nennen den Grenzwert

_ I ] _ I
O(S) maz{lhr,lli}ﬁo OZ(S’ h, k) max{}v,%}—m OO(S’ h, k)

den Flicheninhalt des reguliren Flichenstiicks S'2. Die Summen (81) und (82) sind Riemannsche

Summen fiir das Integral
// ca (1, 9) X %o (u, 0)|dF°
B

und damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

Definition 4.37. (Oberflichenintegral eines Flichenstiicks)
Der Flacheninhalt O(S) eines regulidren Fliachenstiicks S, das durch die Parametrisierung x :
B — R3, § = x(B) gegeben ist, wird durch

0o(9) //quuv)xxv(udeF // VE(u,v)G(u,v) — F2(u,v)dF  (83)

definiert.

Bemerkung 4.38.
Ist die Flédche S als Funktionsgraph der Funktion f gegeben, so gilt fiir die iiber einem reguliren
Bereich definierte Parameterdarstellung

u
x(u,v) = v
flu,v)
und damit
1 0
Xy (u,v) = 0 bzw. x,(u,v) = 1
fu(u,v) fu(u,v)

Fiir ||x, X x,|| berechnet man

[ X %0|| = V1 + [ + 17

und damit erhalt man fiir den Flicheninhalt von S

= [ [wuxxilar = [ [ iTRT R

Beispiel:
Es soll die Oberfliche des in der Abb. 11 dargestellten Rotationskérpers berechnet werden. Wir
erhalten

cos ¢ —usin¢
xy(u, §) = 2u bzw. xg4(u,¢) = 0
sin ¢ 4 COS ¢

12Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daB man fiir alle zulissigen Zerlegungen von B in Zerlegungs-
elemente B; im Falle von maxz{diag(B;)} — 0 als Grenzwert der Riemannschen Summen (81) und (82) O(S)
erhalt.
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Fiir x,, x x4 bzw. ||x, X x4|| ergibt sich

2u? cos ¢
Xy X Xg = —u bzw.||x, X x4|| = V4u* +u? .
2u? sin ¢

Damit ist

OR) = //B||xu><x¢||dF
1 por 1
= / \/4u4—|—u2d¢du:27r/ uv4u? + 1du ,
0o Jo 0

mit der Substitution z = v4u2 + 1 erhilt man schlieBlich
V5 2 3
z Tz 5 W
OR) =2 —dz = —— =—=(5v5—-1).
(B) =2 [ Fde= TR = F5VE -1
4.6.2 Oberflichenintegral einer Funktion

Wir betrachten ein regulédres Flichenstiick S, das durch die Parametrisierung x: B — S, § =
x(B) gegeben ist. Wenn man sich nun die Aufgabe stellt, die Gesamtladung ausgehend von
einer auf dieser Fliche gegebenen Ladungsdichte f : S — R zu berechnen, kommt man auf der
Grundlage einer Zerlegung von B durch Uberdeckung mit einem Rechteckgitter im wesentlichen
mit den Maschen B; mit den Kantenléngen h, k zu einer Zerlegung der Fliche S in die Teilflichen
Sj = x(Bj) mit

S = U?ZIS]'

(siehe dazu die entsprechenden Betrachtungen bei der Berechnung des Flicheninhalts von S im

vorigen Abschnitt). Eine Ndherung der Gesamtladung durch die Summe

P P
£6)0(5) = Y [l x x| dF (84

= j=1"Bj

7j=1

liegt auf der Hand, wobei x; jeweils ein Punkt auf dem Fléchenstiick S; sein soll. Fordert man
von der Funktion f die Stetigkeit, so kann man die Konvergenz der Riemannschen Summen (84)
bei maz{h,k} — 0 gegen das Riemannsche Integral

/ /B £ 0c(aty0)) | %o (11, 0) X %o ()| AF (85)

auch fiir andere zuldssige Zerlegungen von B als die benutzte Zerlegung zeigen. Das Riemannsche
Integral (85) kann man folgerichtig als Gesamtladung auf der Fliche S interpretieren. Die eben
durchgefithrte Betrachtung rechtfertigt die

Definition 4.39. (Oberflichenintegral einer Funktion)

Seien D C R? ein Gebiet, B C D ein reguliirer Bereich und S C R? ein reguliires Flichenstiick
mit der Parameterdarstellung x : B — S, x(B) = S. Wenn f : S — R eine stetige Funktion ist,
so heifit

[ [1a0= [ [ ststwolixatun) x st ar 56

Oberflichenintegral der Funktion f iiber das regulire Flichenstiick S.
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Korollar 4.40.
Wenn S = ulesj eine stiickweise requlire Fliche im R3 ist, wobei die Schnittmengen S; N S;

fir i # j aus hdchstens endlich vielen reqularen Kurvensticken bestehen, so definiert man fir
eine stetige Funktion f : S — R das Oberflichenintegral [ fs fdO durch

[ [ra0-3[ [ a0 1)
= J
Bemerkung 4.41.

Betrachtet man z.B. eine Halbkugeloberfliche H (Radius R), so findet man leicht zwei Para-
metrisierungen x : B — H, ndmlich

(1)

x(u,v) = v , B={(u,v)"|u®+v* <R’} und
RZ w2 — o2

R cosfcos ¢
x(¢,0) = | RcosOsing |, B={(¢,0)7]4€0,2r], 0€[0,7]}.
Rsinf 2

Wenn man nun die Oberfliche von H berechnet stellt man fest, dafl das Ergebnis bei Nutzung
der Parametrisierung (1) gleich dem Ergebnis bei Nutzung der Parametrisierung (2) ist.

Man kann generell zeigen, dal die Oberfléche und das Oberflichenintegral einer Funktion
unabhingig von der gewéhlten Parametrisierung sind.

Ahnlich wie beim Doppelintegral oder beim Kurvenintegral hat das Oberflichenintegral typische
Eigenschaften.

Satz 4.42. (Eigenschaften des Oberflichenintegrals)
Wenn f und g zwei auf der requldren Fliche S definierte stetige, reellwertige Funktionen sind
und a eine reelle Zahl ist, dann gelten

(i) (Additivitit des Integrals)

//S(f—l-g)dO://SdeJr//Sng,

(i) (Homogenitit des Integrals)
//ade:a//de,
S S

(iii) (Monotonie des Integrals)
aus f < g folgt

[ frso<] [0
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(iv) (Bereichsadditivitdt)
wenn S1 und Sy zwei Flichen sind, so dafy S1 N Sy nur aus endlich vielen requliren Kur-
venstiicken besteht, dann gilt

Jhpeos] [ 0= ][00
(v) (Mittelwertsatz)

wenn S eine stiickweise requlire Fldche und f : S — R eine stetige Funktion ist, dann gibt

es einen Punkt xg € S mit
[ [rd0=rex)ors).

4.6.3 Oberflichenintegral eines Vektorfeldes

Wenn man ein Vektorfeld v : D — R3 betrachtet, etwa ein Geschwindigkeitsfeld eines Mediums,
dann stellt sich bei der Bilanzierung des Massenstroms die Frage, wieviel Masse des Mediums
durch eine Fliche wie z.B. die Austrittséffnung eines Reaktors flieit. Man iiberlegt sich, dafl der
Fluf3 7 des Mediums pro Zeiteinheit durch eine kleine ebene Fliche A

Q=m=v-nF(A) (88)

ist, wobei n der Normalenvektor der Fliche A ist. Wenn v ein stetiges Vektorfeld ist und das
regulire Fliachenstiick S durch x : B — S, B regulirer Bereich, parametrisiert ist, dann sind
die Tangentialvektoren x,(u,v) und x,(u,v) linear unabhingig und spannen durch x(u,v) die
Tangentialebene auf. Den senkrecht auf der Ebene stehenden Normalenvektor n berechnet man
durch

Xy (U, v) X x4 (u,v)

n:= .
||xu(u>'u) X xv(uav)”

Wenn v ein stetiges Vektorfeld auf S ist und S ein reguldres Flichenstiick, dann ist

F(x) == v(x) - n(x)

eine stetige Funktion, und das Integral [ [, f dO existiert. In Verallgemeinerung der Beziehung
(88) gelangen wir zu der

Definition 4.43. (FluB eines Vektorfeldes durch eine Fliche)
Seien S C R? ein reguliires Flichenstiick mit der Parameterdarstellung x und v : S — R? ein
stetiges Vektorfeld, dann wird durch

//Sv-dO :://Sv(x)-n(x)dO (89)

das Oberflichenintegral des Vektorfeldes v durch S bzw. der Flufl von v durch S defi-
niert.

Korollar 4.44.
Aufgrund der Definition des Oberflichenintegrals einer Funktion gilt

//S"'do = //Bv(x(u’”))'n(x)qu(uaU)XXU(U,U)HdF
= [ [ vt (i) x s

_ / /B [v(x(u, ), X (11, ), %0 (1, v)] F (90)

wobei [a, b, c] das Spatprodukt der Vektoren a,b,c bezeichnet.
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4.6.4 Zirkulation, Wirbelstirke

Da wir im folgenden entlang des Randes von Flichenstiicken integrieren wollen, benttigen wir
Fliachen, die zwei Seiten haben. Regulire Flichenstiicke sind immer zweiseitig, denn auf der Basis
einer Parametrisierung kann man durch n := H’;ZEZ:ﬁ%iZ EZ:Z%H eine Seite der Fliche bestimmen.
Eine bekannte Fliche, die keine zwei Seiten hat, ist das sogenannte Mébiussche Band mit der

Parametrisierung

cos(2mx)
x(z,y) = | sin(27z) +ycos(rz) |, z €[0,1],y € [0,1] .
ysin(mx)

Liuft man von irgendeinem Punkt des Bandes los, z.B. auf der Kurve
v(z) = x(z,0), z € [0,1],

so gilt v(0) = (1), allerdings landet man nach einem Durchlauf auf der Unterseite des Bandes.
Gliicklicherweise sind die meisten Flichen, mit denen wir in der HM fiir Ingenieure zu tun haben,
regulir und damit zweiseitig.

Betrachten wir nun ein Vektorfeld v : M — R, M C R3, offen, dann kann man fiir jede
geschlossene Kurve k in M die Frage stellen, ob Massenpunkte im Falle eines Geschwindigkeits-
feldes v entlang der Kurve k zirkulieren. Handelt es sich bei v um eine laminare Rohrstrémung,
ist eine Zirkulation eher unwahrscheinlich. Betrachtet man dagegen den ebenen magnetischen
Wirbel v(z,yz) = Ingyz(—y,:L‘,O)T, so findet Zirkulation statt (s. dazu Abb. 13).

Definition 4.45. (Zirkulation)

Esseiv: M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M C R3, offen, und k eine geschlossene
regulire positiv orientierte Kurve in M. Das Kurvenintegral

Z:fv-dx
k

nennt man die Zirkulation von v lings der Kurve k.

Abbildung 13: Zirkulation
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Als néchstes interessiert die Stidrke der Verwirbelung einer Stromung. Betrachten wir ein re-
gulires Flichenstiick A mit der Randkurve 0A. Wenn man die Zirkulation eines Vektorfeldes v
entlang JA auf den Flicheninhalt von A bezieht, erhilt man mit

ﬁl{%v-dx

die mittlere Wirbelstirke von v beziigl. A. Um die Wirbelstédrke in einem Punkt xo € A zu
erhalten, liegt das ”Zusammenziehen” von A auf einen Punkt nahe. Um dies zu tun, nehmen
wir A als eben an und die Flichennormale n als unveréinderlich.

Definition 4.46. (Wirbelstirke)
Es sei v : M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M C R3, offen, und xo € M. Der
Grenzwert

1
Wha = li _ -d 91
(x0) \A|—>&20eA F(A) 7{9/1 Voo (91)

heifit die Wirbelstidrke von v in x3. Dabei werden mit A C M alle ebenen, einfach zusam-
menhéingenden und stiickweise glatt berandeten Flichenstiicke bezeichnet, die die gleiche Nor-
male n haben. |A| symbolisiert den Durchmesser von A, also |A| = supy yca{l|x — yI|}-

In der Abbildung 14 ist die Situation der kleiner werdenden Flichen skizziert.

Abbildung 14: Von der Zirkulation zur Wirbelstirke

Bemerkung 4.47.
Die Existenz des Grenzwertes ergibt sich aus dem Satz von Green, denn 0.B.d.A. kénnen wir
annehmen, dafl A parallel zur z — y-Ebene liegt. Damit kann man den Rand von A in der Form

0A: y(t)=| y(t) |, a<t<b,
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aufschreiben und erhalt

b
;{Mv-dx =/ v(y(t)) - F(t) dt
- / fon (v(8) &(8) + vy (8) 9(0)] it

= }1{ [v1 dz 4 va dy] Satz von Green —

_ //UM vig)(X)dF  mit x = (2,y,2)7
= )(UZx ’Ul,y)( )

mit einem geeigneten x* € A nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Die Division durch
F(A) und das Zusammenziehen von A auf einen Punkt liefert die Wirbelstirke Wy(xg) und
damit gleichzeitig die Existenz des Grenzwertes aus (91)

Wa(x0) = (voz — v14)(%0) mit n=(0,0,1)"

Betrachtet man den allgemeineren Fall, dafl das Flichenstiick A schrig im Raum liegt, so erhélt
man nach einiger Rechnerei, auf die hier verzichtet wird, den

Satz 4.48. (Berechnung der Wirbelstirke)
Es sei v : M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M C R3, offen, und xg € M. Die
Wirbelstirke von v in xq ist gleich

1
n = 1. - . = . 5 2
Wh(x0) |A‘_)61,1x106A F(4) 7{9,4‘, dx =n-rotv(xp) (92)

wobei n der konstante Normalenvektor aller Flachenstiicke A C M ist.
Man nennt rotv das Wirbelfeld zu v.

4.7 Satz von Stokes

Ausgehend von den Begriffen Zirkulation und Wirbelstérke soll die Zirkulation um ein reguléres
Flachenstiick S aus den Wirbelstidrken auf S berechnet werden. Dazu zerlegt man S in endlich
viele Maschen §; mit S = S; U...U Sy, wobei S; N S; , i # j nur aus endlich vielen reguléren
Kurvenstiicken bestehen soll. Fiir die Zirkulation um S erhélt man

}[ v- dx—Zl{?S]v-dx, (93)

denn in der rechten Summe heben sich alle Anteile an Kurvenintegralen auf, die im Inneren
liegen, d.h. nicht zu 95 gehoéren. In der Abb. 15 ist die Zerlegung in Maschen S; dargestellt.
Sind die Maschen klein genug, ist jeder Summand der rechten Seite von (93) niherungsweise
gleich

n; - rot v(x;)F(S;) ,
mit einem x; € Sj und dem Normalenvektor n; in x;. Damit kann man

fi';s v-dx = Zrot v(x;) - n; F(S;) (94)

j=1
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/

S

Abbildung 15: Zirkulation um S und Wirbelstirke auf S

schreiben. Eine weitere Verfeinerung der Maschenzerlegung fiithrt schlieffilich auf

?gsv-dx://srotv(x]-)-do.

Die eben durchgefiihrte Betrachtung hat als Ergebnis den

Satz 4.49. (Stokesscher Integralsatz im R3)
Es seiv: M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, M C R3, offen, und S ein regulires
Flichenstiick in M. Dann gilt

?{ v-dx = //’I‘OtV(Xj)'dO. (95)
as S
Bemerkung 4.50.

Verbal bedeutet der Stokessche Integralsatz, dafl die Zirkulation entlang einer Kurve, die ein
Flichenstiick umschliefit, gleich dem Integral iiber alle Wirbelstéirken auf dem Flichenstiick ist.
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5 Volumenberechnung und Dreifachintegrale

5.1 Volumen rdumlicher Bereiche

Die folgenden Uberlegungen zur Volumenberechnung und zu Dreifachintegralen sind eine direkte
Verallgemeinerung der Berechnung von Flidcheninhalten ebener Bereiche und der Doppelintegra-
le. So bilden statt Rechtecken hier Quader die Grundlage fiir die Volumenberechnung. Prinzipiell
gibt es jedoch in den Darlegungen keine wesentlichen Unterschiede zur Fliachenberechnung und
den Doppelintegralen.

Ausgehend von der Anschauung, dafl man einem Quader mit den Kantenléngen a, b und ¢ das
Volumen V = a - b- ¢ zuordnet, soll im folgenden das Volumen von rdumlichen Objekten bzw.
Mengen des R? definiert werden, der mit der anschaulichen Vorstellung des Volumens, das wir
fiir spezielle Objekte bereits kennen, iibereinstimmt.

M
—r
Abbildung 16: Punktmenge M C R?

Betrachten wir dazu eine Punktmenge des R?, wie sie in Abbildung 16 zu sehen ist. Zur Bestim-
mung des Volumens von M iiberziehen wir den R? mit einem Gitter der Maschenweite h = 2%,
d.h., mit wachsenden k wird das Gitter immer feinmaschiger. In den Abbildungen 17 und 18 ist

dies skizziert.

2 AT T T T AT
A T
Ililﬂlﬂlfﬂf
Kl el 2 Kl PR KA

Abbildung 17: Gitter der Maschen- Abbildung 18: Gitter der Maschen-
weite h weite h/2

Das Volumen der einzelnen Gittermaschen kennen wir mit f; = h% bzw. fo = ’g—s. Die einfache
Idee der Bestimmung des Fliacheninhalts von M besteht nun in der Ndherung durch Gitterma-
schen, die vollstindig in M liegen bzw. mindestens einen Punkt aus M enthalten.
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Definition 5.1.

Mit si(M) bezeichnen wir die Summe aller Volumina der Gitterzellen, die vollstindig in M
enthalten sind.

Mit Sk (M) bezeichnen wir die Summe aller Volumina der Gitterzellen, die einen Punkt aus M
enthalten.

Korollar 5.2.
Aufgrund der Definition 5.1 von s und Sy folgt unmittelbar

sk(M) < sp1(M) < Sp1(M) < Sp(M) . (96)

Damit ist die Folge (si(M)) monoton wachsend und nach oben beschréinkt und die Folge (Sx(M))
monoton fallend und nach unten beschrénkt.

Korollar 5.3.
FEs existieren die Grenzwerte

Vi(M) := lim sg(M) und Vyo(M):= lim Sp(M) .

k—o00 k—00

Definition 5.4.
Vi(M) wird innerer Inhalt und V,(M) &uferer Inhalt von M genannt. Man sagt die Menge M
sei Jordan-mefibar oder hat ein Volumen, wenn

Vi(M) = Vo(M)
gilt, und in diesem Fall wird der Jordan-Inhalt oder das Volumen der Menge M durch
V(M) :=Vi(M) = V,(M)

erklart.
Fiir die leere Menge () definieren wir V(()) = 0. Eine Jordan-mefibare Menge N mit V(N) = 0
wird eine Jordan-Nullmenge genannt.

Bemerkung 5.5.
Der Fall

v (M) < Vo(M)
ist moglich. Fiir die Menge M C R3,

M = {(z,y,2)|0 <z <1,y =0, fir rationales z,

und y = 1, fiir irrationales z, z € [0,1]}

findet man tatsichlich

obwohl die Menge M beschrinkt ist.

Im folgenden Satz werden recht offensichtliche Eigenschaften von mefibaren Mengen (wir lassen
der Einfachheit halber den Vorsatz ” Jordan” weg) zusammengefaft.

Satz 5.6. (Eigenschaften von mefbaren Mengen und dem Jordan-Inhalt)

(a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
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(b) Die beschrinkte Menge M C R® ist genau dann mefbar, wenn der Rand OM wvon M
mefbar ist und V(OM) = 0 gilt.

(¢) Jede endliche Punktmenge, jede aus endlich vielen reguliren Kurvensticken bestehende
Menge und jede aus endlich vielen reguldren Fldchenstiicken bestehende Menge ist eine
Nullmenge.

(d) Durchschnitt, Vereinigung und Differenz zweier mefibarer Mengen sind wieder mefbar.

(e) Wenn M und N mefbar sind und M C N gilt,
dann folgt V(M) < V(N) (Monotonie des Inhalts).

(9) Wenn M und N mefbar sind und M N N eine Nullmenge ist,
dann folgt V(M UN) =V (M) + V(N) (Additivitit des Inhalts).

Bemerkung 5.7.
Bis auf die Aussage (b), die aufwendig zu beweisen ist, sind die anderen Aussagen offensichtlich
und folgen im wesentlichen aus der Ungleichung (96).

Definition 5.8.
Eine beschrinkte Teilmenge B C R? heifit regulirer Bereich, wenn

(a) B abgeschlossen ist,
(b) das Innere von B, also B\ 0B ein Gebiet ist und

(c) der Rand 0B von B aus endlich vielen reguliren Flichenstiicken besteht.

5.2 Riemannsches Dreifachintegral

Im folgenden verwenden wir wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt den Begriff Bereich B fiir
einen rdumlichen, regulidren Bereich, aus dem evtl. auch eine Nullmenge entfernt wurde.

Definition 5.9.
Unter dem Durchmesser von C wollen wir

diam(C) := sup{|[x — y|| | x,y € C}
verstehen.

Bemerkung 5.10.
Man iiberlegt sofort, dafl die Menge

M={(z,9,2)[0<x<a,0<y<b 0<2z<¢, a,b,c>0}
ebenso wie die Menge
N ={(z,y,2)[0 <z <a,0<y<b 0<2z<c¢ ab,c>0}
den Durchmesser
diam(M) = diam(N) = Va2 + b2+

hat. Im Falle von abgeschlossenen Mengen ist das Supremum in der Definition 5.9 gleich dem
Maximum.
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Definition 5.11. (Zerlegung)
Unter einer Zerlegung Z von B verstehen wir eine Familie

{Bjli =1,....k}
von Teilbereichen mit den Eigenschaften
(a) Uy_,B; =B,
(b) fiir i # j ist B; N B; eine Nullmenge.
Die Feinheit 6(Z) einer Zerlegung Z ist durch
0(Z) := max{diam(B;)|j = 1,...,k}
definiert. Eine Folge (Z) von Zerlegungen eines mefibaren Bereichs B heifit zulédssig, wenn
kli_)lgo Zg) =0
gilt.

Bemerkung 5.12.
Die in der Abbildung 16 skizzierte Punktmenge M konnte man durch die Zerlegung

Z = {BlaB27B3a "'aBIS} )

die in der Abbildung 19 skizziert ist, "zerlegen”. Die Feinheit wére in diesem Fall §(Z) =
max{diam(B;)|j =1, ...,18}.

Abbildung 19: Zerlegung von M C R3

Definition 5.13. (Riemannsche Zwischensumme)

Sei f : B — R eine beschriinkte Funktion, fiir die eine Nullmenge N C B existiert, so dafl f auf
B\ N stetig ist. Wenn Z = {B;|j = 1,...,k} eine Zerlegung von B ist, und x; € B; beliebige
Punkte sind (werden Zwischenpunkte genannt), dann heifit der Ausdruck

k
S(f,2) =Y f(x))V(B))
=1

J

Riemannsche Zwischensumme der Funktion f beziiglich der Zerlegung Z und den vorgege-
benen Zwischenpunkten.
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Definition 5.14. (Riemannsches Dreifachintegral)

Sei f : B — R eine beschrinkte Funktion. Konvergiert fiir jede Folge zuléssiger Zerlegungen (Zy)
des reguliren Bereiches B die Folge der Riemannschen Zwischensummen (S(f, Zx)) unabhingig
von der Wahl der Zwischenpunkte gegen den gleichen Grenzwert I, also

I'= lim S(faZk:)a
k—o0

dann heifit die Funktion f Riemann-integrierbar und wir bezeichnen mit

I:///deV:///Bf(m,y,z)dV://Bf(x,y,z)dmdydz

das Riemann-Integral der Funktion f iiber B.

Satz 5.15. (Stetigkeit — Integrierbarkeit)
Wenn B C R® ein requldrer Bereich ist, und f : B — R eine stetige Funktion ist, so ist f tber
B Riemann-integrierbar.

Bemerkung 5.16.

Ein Beispiel fiir die Anwendung des Riemannschen Integrals ist die Berechnung der Masse eines
Korpers B, wobei die Dichte p als Funktion p : B — R gegeben ist, also Ortsverdnderlich sein
kann. Fiir die Masse m von B ergibt sich

mz///p(a:,y,z)dV
B
Bemerkung 5.17.

Fiir jeden Bereich B C R? gilt offensichtlich

[[[1av-v

Satz 5.18. (Eigenschaften des Riemannschen Dreifachintegrals)

Seien B ein Bereich und f,g zwei auf B definierte beschrinkte Funktionen, die in allen Punkten
von B mit Ausnahme einer Nullmenge stetig sind, sowie o eine reelle Zahl. Dann gelten die
Aussagen

(a) (Additivitit des Integrals)

] fyrenm=[ [ o+ ] foo

(Homogenitat des Integrals)

[ [ [etav=a[[[ sav

(b) (Monotonie des Integrals)

tus f<g ot [ [ [rav<[[[gav

(¢) (Bereichsadditivitiat des Integrals)
Wenn By und By zwei Bereiche mit By U By = B und V(B N By) = 0 sind, so gilt

[ s [l sw=]] ]
(d) (Mittelwertsatz)

Wenn B ein reguldrer Bereich und f : B — R stetig ist, so gibt es einen Punkt x* € B

mit
[ [ [ s =secv
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5.3 Normalbereiche und die konkrete Dreifachintegralberechnung

Zur praktischen Berechnung des Inhalts von Bereichen bzw. von Riemannschen Dreifachinte-
gralen mufl man die Bereiche mathematisch fassen. Die einfachste Form eines Bereiches ist ein
Quader der Art

B=la,b x[c,d x[e,f] ={(z,9,2) la< o <b c<y<d, e<z< f}
Allgemeinere Bereiche beschreibt man mit der Definition

Definition 5.19. (Normalbereiche)

Ein Bereich B; C R? heifit Normalbereich vom Typ I, wenn es einen reguliren Bereich B C R?
und ein Gebiet D' D Bj gibt sowie zwei stetig differenzierbare Funktionen g7, h; : D' — R gibt
mit

B ={(z,y,2)" | (z,y)" € B}, ,q1(z,y) <z < hi(z,y)} .

Ein Bereich By C R3 heiit Normalbereich vom Typ II, wenn es einen reguliren Bereich B} C R?
und ein Gebiet D' D B) gibt sowie zwei stetig differenzierbare Funktionen gr7,hir : D' — R
gibt mit

B2 = {(‘T’yaz)T | (yaz)T € Béa 7gII(y7z) S x S hll(yaz)} .

Ein Bereich B3 C R? heifit Normalbereich vom Typ II, wenn es einen reguléiren Bereich B} C R?
und ein Gebiet D' D Bj gibt sowie zwei stetig differenzierbare Funktionen grrr, hrr : D' — R
gibt mit

By ={(z,y,2)" | (z,2)" € BY, ,gr11(z,2) <y < hirr(z,2)} .

Bemerkung 5.20.
Es ist offensichtlich, da Rechteckbereiche Normalbereiche vom Typ I, Typ II und Typ II sind.
Einen Oktant einer Kugel V' (1. Oktant, Radius R) kann man durch

V ={(z,y,2)T|(z,9))T € K,0< 2z < /R2 — 22— 2}
als Normalbereich vom Typ I mit dem reguliren Bereich K
K={(z,9)T0<y<R,0<z<+/R—y?}
darstellen.

Satz 5.21. (Volumina von Normalbereichen)
Wenn Bj, j = 1,2, 3, ein Normalbereich vom Typ I, II oder III entsprechend der Definition 5.19
ist, so gelten die Beziehungen

V(Bl):// BldV:/ B,(hI—g[)dF (97)

- [ - oo

= o -
Bemerkung 5.2

Im Falle des Normalbereichs vom Typ I bedeutet B; das Volumen des Korpers, der sich iiber
Bj zwischen den Graphen der Funktionen gr und h; erstreckt.
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Satz 5.23. (Dreifachintegral iber Rechteckbereiche)
Wenn B = [a,b] X [¢,d] X [g,h] ein Quader ist, und f : B — R eine stetige Funktion ist, so gilt

///deV = /ab[/cd[/ghf(x,y,Z)dz]dy]dw (100)
-/ 1 1602 astai

b h d
= z,y,z) dyldz]dx .
L sz e
Bemerkung 5.24.

Der Beweis des Satzes wird iiber den Weg der Riemannschen Summen analog zum Beweis des
Satzes 4.22 gefiihrt.

Das Ergebnis des Satzes 5.23 kann man wie folgt auf Normalbereiche vom Typ I, II und III
verallgemeinern.

Satz 5.25. (Dreifachintegral iiber Normalbereiche)
(a) Wenn By ein Normalbereich vom Typ I der Form

B, = {(z7y,z)T ‘ (xay)T € Bi, 791(‘7",2/) <z< h1($7y)}

ist und f : By = R eine stetige Funktion ist, dann gilt

h’I(w’y)
// de:// [ f(z,y,2z) dz]dzdy .
By B Jgr(z,y)

(b) Wenn By ein Normalbereich vom Typ II der Form

B2 = {(I,y,Z)T ‘ (yaz)T € Bé’ 7gII(yaz) <z < h/II(yaz)}

ist und f : Bo — R eine stetige Funktion ist, dann gilt

hr1(y,z)
[] ] sav=[]1 7 (2,9, %) dsldydz .
B> B Jgr1(y,2)

Fiir Normalbereiche vom Typ III gilt eine entsprechende Beziehung, wobei in jedem dargestellten
Fall das Dreifachintegral auf eine ”eindimensionale” Integration und ein Doppelintegral zuriick-
gefihrt wird.

Korollar 5.26.

Sei B ein Bereich, der sich als eine endliche Vereinigung B = U;?:lBj von Normalbereichen B;
darstellen lift, die vom Typ I oder II sind, so daf fir i # j die Menge B; N B; eine Nullmenge
ist. Dann gilt fiir eine stetige Funktion f : B -5 R

[[ o= ][]
Bemerkung 5.27.

Mit den Sétzen 5.23 und 5.25 sowie der Folgerung 5.26 ist es nun mdoglich mit den Kenntnissen
der Integralrechnung von Funktionen einer Verdnderlichen und Berechnung von Doppelintegralen
auf dem Wege der ”iterierten Integration” Dreifachintegrale zu berechnen.

Dabei kann man davon ausgehen, daf§ sdmtliche praktisch interessanten Integrationsbereiche als
Vereinigung von ebenen Normalbereichen darstellbar sind.
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Beispiel:
Es soll das Trigheitsmoment des Ellipsoids

2 2 2

_ 7% Y z
B={@y) |5 +5+5<1}

0:///E(:1:2+y2)dV
S VA A

kann man E als Normalbereich vom Typ I in der Form

E={(z,y,2)"|(z,9)" € E', g(z,y) < 2 < h(z,y)}

schreiben, wobei E’ ein ebener Normalbereich vom Typ I der Form

! T T2 2
E'={(zy)-a<z<a, =b/1- 5 <y<hyf1-—5}

ist. Fiir die Berechnung von 8 bedeutet das

h(z,y)
// / (z® +y?) dz] dF
by/1-22 )
2?2 + y?) dz] dy] dz
- [l
by/1- 25 2 2
— 1% Y
= 20/(1[/(1\/796 tyN1- 5 - ldylde

Es gilt mit M (z) = /1 - %

berechnet werden, also

Mit

b 1—— \ 2 y2
/—a/b\/?$+y) l_ﬁ_b_g]dy]dx
bM () bM(z y2
_‘T/ _b—Qdy-F/ )2_b_2dy
= 2°M(z) /bM(z \/—Qdy—{—M M (z) yQ\/mdy

= z2bM (z /\/1—t2dt+b3 4/ £2/1 — 124t .
—1

Wegen

/tQ\/ —2dt = ——t (V1 -12)3 + t\/l—t2-|——arcsmt
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folgt
1
/ 21— t2dt =
Wegen
1 1.
V1 —12dt = ~t\/1 — 12 + - arcsint
2 2
folgt

1
/ V1—12dt ==
-1

Hieraus folgt

b 1—— 2) 2 y2
* 4y 1-— —Sldy
/b,/lm a? ]
1
= w(imsz(a:)z + gb3M(x)4)

IQ

1 2 1 2 2
= — 1— — —b“(1 — —
und damit schlieflich
@1, z? 1, z? 4 9

Wir werden im niichsten Abschnitt noch einmal auf diese miihseelige Berechnung zuriickkommen
und sehen, daf} es auch einfacher geht.

5.4 Transformationsformel fiir Dreifachintegrale

Wenn wir uns an die HM I bzw. die Integration von Funktionen einer reellen Veridnderlichen
erinnern, dann hat die Substitutionsregel

b ¢~ (b) dé(t)

/ (@) do = / PO 2D 4t mit 2= g(1), ¢ injektiv,
a ) di

oft zur erfolgreichen Bestimmung einer Stammfunktion beigetragen. Diese Regel soll nun fiir

den Fall von Dreifachintegralen verallgemeinert werden.

Definition 5.28. (Koordinatentransformation)
Seien D und D' zwei Gebiete aus dem R3. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
z(u, v, w)
x:D— D' x(u,v,w) = | y(u,v,w)
2(u, v, w)

heifit Koordinatentransformation, wenn die Abbildung x injektiv ist und wenn fiir alle | v €

D
‘TU(U’,an) ‘TU(’U”Ian) xw(u,v,w)

= det(Jx(u,v,w)) =det | yu(u,v,w) yy(u,v,w) Yu(u,v,w) #0
Zu(uava/w) zv(u,v,w) zw(u,v,w)

0(z,y, 2)
O(u,v,w)

gilt.
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Abbildung 20: Koordinatentransformationen

Bemerkung 5.29.
Betrachten wir einen Quader

u+r
Q={| v+s [0<7r<h,0<s<k 0<t<Il}CD
w+t

mit den Kantenlidngen k, h und ! und dem Volumen V(Q) = h - k - I, dann bildet x den Quader
A in erster Ndherung auf den Spat

S = {x(u,v,w) + rx,(u,v,w) + 8%, (u, v, w) + tx4 (u, v, w)]|
0<r<h 0<s<k 0<t<I}

ab. Das Volumen von S’ ergibt sich aus dem Spatprodukt der linear unabhingigen Vektoren
hx,, kX, und Ix,, zu

V(S') = |[hxy, kxy, Ixy)| = |det(Jx| - h- k- 1.
Letztendlich fiihren die Uberlegungen zum

Satz 5.30. (Transformationsformel fir Dreifachintegrale)
Seien B und B' zwei regulire Bereiche, D und D' zwei Gebiete mit B C D und B' C D' sowie
x : D — D' eine Koordinatentransformation von B auf B'. Ferner sei f : B' — R eine stetige

Funktion. Dann gilt
/// fdv = /// f(z,y, z) dedydz = (101)
x(B) B’

9(z,y,2)
/ / /B f(l'(u, v, w)a y(ua v, U)), z(u, v, w))'m | dudvdw .
Bemerkung 5.31.
Die Regel (101) ist auch dann erfiillt, wenn fiir endlich viele Punkte aus B oder Teilmengen von
B, die Nullmengen sind, die Bedingung % # 0 nicht erfiillt ist.
Das ist besonders bei Koordinatentransformationen von kartesischen in Zylinder- oder Kugelko-
ordinaten von Bedeutung.

Beispiel:
Erinnern wir uns an die miihseelige Berechnung des Trigheitsmoments 6 eines Ellipsoids aus
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dem vorigen Abschnitt. Wir wollen diese Aufgabe mit Hilfe der Transformationsformel und einer
Koordinatentransormation etwas weniger aufwendig 16sen. Mit der Transformation

ar cos Y cos ¢
x:B—E, x(r,¢,) = | brcosicosed ,rE[O,l],¢E[O,27r],1[1€[—g,g],

crsiny

bildet man den Quader B = [0, 1] x [0, 27] x [~ F, §] auf das Ellipsoid E ab. Fiir det(J) errechnet
man

Ty Ty Ty
det(Jx) = Yr Yo Yy

Zr 2y %

acoscostcos¢ —arcosipsing —arsiny cos o
= b cos v cos ¢ brcosycos¢p —brsinysing
csiny crcos 0

= aber? cos .

An dieser Stelle sei daran errinnert, dafl die Forderung det(Jx) # 0 und die Injektivitdt von x
z.B. fiir den "Nordpol” und den ”Siidpol” des Ellipsoids, also fiir die Punkte P, = (1, ¢, 7/2)
und Py = (—1,¢, —7/2) nicht erfiillt sind. Da diese Punktmengen jedoch Nullmengen sind,
kann man die Transformationsformel (101) anwenden. Nach der Transformationesformel fiir
Dreifachintegrale ergibt sich

0 = ///E(xQ—i-yQ)dV

1 p2m pw/2
= / / / (r?a? cos?® 1 cos? ¢ + r2b? cos® 1 sin? $)aber? cos v dipddr
0 Jo —7/2

1 pr2n pw/2
= / / / riabe cos® ih(a? cos? ¢ + b? sin? ¢) dipdpdr .
o Jo

—7/2

Unter Nutzung der Beziehungen
3 L o 2 .
cos® P dyp = 3 ©08 Psiny + 3 sin 1)
/ cos? pdep =

/ sin? ¢ dep =

cosqﬁsinqﬁ—i—%

NS Mo~

cos ¢ sin ¢

N | =

(auf die Integrationskonstante wurde hier verzichtet), die man sehr schnell durch partielle Inte-
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gration nachvollzieht, erhilt man fiir
1 pom /2
0 = abc / / r4(a? cos? ¢ + b? sin? ¢) / cos® ¢ dipdpdr
0 JO —m/2
_ YT 4 e o 2.2 31 o 2 . a2
= abc r*(a” cos® ¢ + b sin ¢)(§ cos” i sine) + 3 sml/))|_7r/2 dodr
0o Jo
1 2w 4
= abc/ / r(a? cos? ¢ + b? sin? ¢) 3 dodr
0o Jo
4 1 27
= gabc / r / (a? cos? ¢ + b% sin? ¢) dodr
0 0

4 ! 1 1
= —abc/ r4[a?(= cos ¢sin ¢ + é) 2r 4 b2(é — ~cos @) |2 dr
o 2 2 2 2

3
4 2 | 32 4 4 2 | 22
= gabcw(a +b%) | ridr = Eabcw(a +b%).
Wenngleich die eben durchgefiihrte Rechnung auch nicht unbedingt kurz war, fand ich sie je-

doch wesentlich angenehmer als die im vorigen Kapitel durchgefithrte Rechnung in kartesischen
Koordinaten.

5.5 Satz von Gauss

Mit dem Satz von Gauss wollen wir nun ein wichtiges Bilanzprinzip der Kontinuumsmechanik
besprechen. Zur [llustration wollen wir die Stromung einer Fliissigkeit durch ein Volumenelement
betrachten, wobei wir die Massenerhaltung postulieren wollen. Als Volumenelement betrachten
wir den Quader

Q = [a1,b1] X [az,b2] X [a3,b3] .
Der Quader ) hat die Seiten

S1 = {(al,y,z)T|a2 <y < by, a3 < z < b3} mit dem Normalenvektor — ey,
Sy = {(bl,y,z)T|a2 <y < by, a3 < z < b3} mit dem Normalenvektor eq,
S3 = {(m,ag,z)T|a1 <z < b1, a3 < z < bg} mit dem Normalenvektor — eg,
Sy = {(x,bg,z)T|a1 <z < by, a3 < z < b3} mit dem Normalenvektor es,
S5 = {(x,y,ag)T|a1 <z < b1, ag <y < be} mit dem Normalenvektor — es,

Se = {(z,v, b3)T|a1 <z <by, ag <y < be} mit dem Normalenvektor es,

wobei e;, j = 1,2, 3, die kanonischen Einheitsvektoren des R3 sind.
Sei nun D C R? ein Gebiet mit Q C D und v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld
(z.B. die Stromugsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit) mit der Komponentendarstellung

U1 V-€e;
Vv = V2 = V€9
V3 V-€3
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Nach dem Hauptsatz der Differential-Integralrechnung gilt fiir y, z mit ao <y < b, a3 < z < b3

//szv'do * //slv'do:/:[/azs(vla’layaz)—vl(al,y,Z))dZ]dy

ba bs b1
= / [/ {/ ((%(vl(bl,y,z) - 'U1(a1,y,2)) dCC} dz] dy

- ///Qa—axvl(m,y,z)dV. (102)

Durch eine véllig analoge Rechnung erhélt man

/[q4v.do+/[q3v.do:///Qa%w(x,y,z)dv (103)
//Sﬁv.dOJr//Ssv.do:///Qa%vg(x,y,z)dv. (104)

Die Summation der Gleichungen (102), (103) und (104) ergibt

[ [, a0 = g//sjv.do 09

0 0 0
=[] | Gamen o+ gutwna + gy v

- ///de'vvdV.
Q1

und

Abbildung 21: Q = Q1 U Q2

Die Beziehung (105) ist der Satz von Gauss fiir einen Quader ). Betrachtet man nun zwei
nebeneinander liegende Quader einer Zerlegung eines ”grofleren” Bereichs B, wie in Abb. 21
dargestellt, so erkennt man, dafl aufgrund der Bereichsadditivitdt die Beziehung

/// divvdV:// di'uvdV—I—// divvdV
Q1UQ2 Q1 Q2
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gilt. Die obige Rechnung ergibt desweiteren

///ldz'uvdv+///2diuvdvz/Ale.do+//aQ2v_do_

Man iiberlegt nun, daf} sich die Fluflintegrale

//v-dO und // v-dO
S T

gerade aufheben, da v auf S§; = S, selbstverstindlich gleich ist, die dufleren Normalenvekto-
ren jedoch gegensitzliche Richtungen haben. Die konsequente Weiterfiihrung dieser Uberlegung

fithrt auf die Beziehung
///divvdV:// v-dO.
B oB

Wir formulieren den

Satz 5.32. (Satz von Gauss)
Sei B ein reguldrer Bereich, die Normale n weise in den Randpunkten von B aus B heraus
(man spricht hier auch von der duferen Normalen). Dann gilt

///de'vvdV://an-dO://HB(v.n)do_ (106)

Bemerkung 5.33. (Fluf und Ergiebigkeit/Divergenz)
Seien D C R? ein Gebiet und v : D — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiterhin sei
fir x € D und r > 0 die Kugel K, x in D enthalten. Wir verabreden S, = 0K, x. Wenn man

den Fluf
U:// v-dO

betrachtet, hat man eine Netto-Bilanz des aus an herausflieBenden Volumens pro Zeiteinheit,
also die Differenz zwischen dem herausflieBenden Volumens pro Zeiteinheit und dem hereinflie-
Benden Volumen pro Zeiteinheit. Dividiert man den Flufl durch das Volumen des Bilanzgebietes

FT,X, erhilt man mit
1
EF = // V- do
" V(K r,X) "

die mittlere ”Ergiebigkeit” bzgl. f,«,x. Wir wollen nun die Kugel auf einen Punkt zusammen-
ziehen, um die Ergiebigkeit an einem Punkt zu erkliaren. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein
Vektor x* € K, x mit

//Tv'doZ///T,xdivvdV:divv(x*)V(Knx).

Da die Funktion (Skalarfeld) div v stetig ist, folgt

Damit ist divv(x) als Grenzwert der mittleren Ergiebigkeit eines Bilanzvolumens um x die
Ergiebigkeit oder ein Maf} fiir die Produktion bzw. die Vernichtung von Fliissigkeitsvolumen,
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d.h., fiir die Quelle bzw. Senke von v im Punkte x. Mit Bezug auf das eingangs erwidhnte Problem
der Massenbilanz einer stromenden Fliissigkeit z.B. durch einen Reaktor (der Reaktorraum ist
hier unser Volumenelement) bedeutet der Satz von Gauss, daB der Massenstrom'3 71, der in
den Reaktor mit der Geschwindigkeit v transportierten Masse gleich dem Massenstrom 7y,
der Masse, die dem Reaktor entnommen wird plus dem Zuwachs oder Verlust an Masse myq =
J [ |z fdV durch die im Reaktor erzeugten oder vernichteten Produkte ist, also

Min = Moyt + Myol ,

[[ a0 [ maox][[sar o

wobei B der Reaktorraum ist, S = S;, U Sout U Syweny = 0B die Randfliche, unterteilt in den
?Einla}” S;,, den Reaktorauslafl S,,; und die undurchlissige Reaktorwand S,,q;. Da fiir un-

durchlissige Winde zwangsldufig
/ / pv:-dO =0

Swall

bzw.

gilt, bedeutet (107) unter Nutzung des Gaufischen Satzes

[ [ov-ao= [ [ [ dwipmrav=[ [ [ rav.

div(pv) = f

fiir den Volumenstromvektor pv. Ist die Dichte des strémenden Mediums konstant und ist der
Reaktorraum quellen- und senkenfrei (myy = 0), so erhélt man schliefilich mit

bzw.

divv =0

die Kontinuitéitsgleichung fiir ein inkompressibles Medium.

5.6 Herleitung der Wirmeleitungsgleichung mit dem Satz von Gauss

Die Wirmebilanz eines Bereiches B (mo6ge aus irgendeinem kontinuierlichen Material bestehen)
ergibt sich &dhnlich wie bei der obigen Betrachtung zur Massenerhaltung, nédmlich durch die

Bilanz-Gleichung
[ [a-a0=[ [ [ s y.zav (108)
S B

wobei auf der linken Seite der Gleichung die Bilanz der Warmestréme iiber den Rand S = 0B
betrachtet wird, die gleich dem Integral auf der rechten Seite der Gleichung, also der Gesamtheit
aller Warmequellen und -senken ist. q steht dabei fiir den Warmestromvektor und f : B — R
beschreibt die Warmequellen und -senken im Bereich B. Um die Zielstellung der Berechnung
des Temperaturfeldes im Bereich B zu verwirklichen, sind folgende Uberlegungen erforderlich:

1) Es sollte eine DGL aus der Bilanz (108) abgeleitet werden, d.h., das FluBintegral auf der
linken Seite ist in ein Volumenintegral umzuformen,

13Wenn man als Vektorfeld v ein Geschwindigkeitsfeld betrachtet, ist der FluB ein Volumenstrom. Zum Mas-
senstrom kommt man, wenn man statt v das Vektorfeld pv betrachtet, wobei p die Masse der Fliissigkeit ist.
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2) es ist ein Modell bzw. Gesetz in Form einer Beziehung zwischen Warmestromvektor g und
Temperatur 7" erforderlich,

3) es werden Informationen iiber ¢ oder T" bzw. deren Ableitung in Form von Randbedingun-
gen (Heizung, Kiihlung, adiabatische Wande) bendtigt.

Auf eine nihere Betrachtung des Punktes 3 soll hier nicht eingegangen werden.
Zum Punkt 1:
Der Satz von Gauss besagt, daf§

//Sq-dO:///BdiquV

gilt. Damit kann man aus (108) die Gleichung

[ fnaar =] | s

divq = f(z,y,2) (109)

bzw.

fiir alle (x,y,2)T € B herleiten'*

Zum Punkt 2:

Fourier hat sich neben vielen anderen Dingen auch mit Warmeleitproblemen befafit. Dabei hat
er die GesetzmaéBigkeit

q=—AgradT, (110)

also eine Proportionalitdt von Warmestromvektor q und Temperaturgradienten mit dem Propor-
tionalitdtsfaktor A entdeckt. A ist eine Materialkonstante und wird auch als Warmeleitfdhigkeit
bezeichnet. Mit dem Fourierschen Gesetz (110) kann mann schliefilich die Warmeleitungsglei-
chung

—Adiv (gradT) = f(z,y,z) (111)

aus der Beziehung (109) herleiten.

5.7 Nutzung des Satzes von Gauss zur Konstruktion numerischer Lsungs-
verfahren

Die Sitze von Gauss und Stokes wurden im Raum, also im R? formuliert. Es soll hier nur darauf
hingewiesen werden, daf} die Satze auch in der Ebene gelten. Beim Satz von Stokes betrachtet
man dazu einfach Vektorfelder aus dem R?, deren dritte Komponente gleich Null ist. Als Ergebnis
erhilt man dann den Satz von Stokes in der Ebene und stellt fest, dafl er identisch mit dem Satz
von Green ist.

Ebenso kann man fiir geeignete Vektorfelder den Satz von Gauss in der Ebene in der Form

/v-ndSZ//dz'vvdF (112)
y B

aufschreiben, wobei der ebene Bereich B von der Kurve v = 0B umrandet wird und n der
duBere Normalenvektor ist. v : B — R? ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

4dieser Schluss von der Integralbeziehung zur Differentialgleichung ist nicht trivial, es ist ein Grenziibergang
erforderlich, wobei benutzt wird, da§ die Integralbeziehung auch fiir "kleiner werdende” Teilbereiche von B gilt.
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“Tij+

So
T. .. T,
-1 q |+
Ay

-~ Tij1

Abbildung 22: Bilanz- oder Kontrollbereich

Es soll nun fiir die Warmeleitungsgleichung
divq=divAgradT = f(z,y)

ein numerisches Losungsverfahren skiziiert werden, d.h. lésbare Gleichungen zur Bestimmung
der Temperatur im Gebiet B hergeleitet werden. Dazu wird der Satz von Gauss in der Ebene
benutzt. Betrachten wir den rechteckigen Teilbereich B;; von B, in dem selbstvertséndlic die
Wiirmeleitungsgleichung auch gilt, und integrieren die Gleichung iiber B;;, so erhaltem wir

/ diquF:/ flz,y)dF .

Unter Nutzung des Satzes von Gauss ergibt sich

J

wobei S;; den Rand von B;; bezeichnet und aus den Kanten S,, S, Sy, Ss besteht (siehe auch
22). Die Additivitidt des Kurvenintegrals ergibt

/q-nds+/ q-nds+/ q-nds+/ q-nds:/ f(z,y)dF .
> w n Ss B;;

Wenn man die Richung der dufleren Normalen auf den einzelnen Kanten beriicksichtigt, erhilt

man
/ qlds—/ q1d5+/ QQdS—/ qus/ f(z,y)dF,
° w Sn s B’L]

wobei ¢1, 92 die Komponenten des Wiarmestromvektors in z- bzw. y-Richtung sind. Nun kann
man die Integrale auf beiden Seiten der letzten Gleichung ndherungsweise berechnen, indem man
z.B.

q-nds:/ f(.'L',y)dF,

ij

/ q1ds durch q Ay
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oder
/ flz,y)dF durch fAT Ay

néhert (¢; wird dabei in der Mitte von S, betrachtet, ebenso wie f in der Mitte von B;j;, siehe
auch Abb. 22). Letztendlich erhélt man auf diese Weise die Gleichung

., Ay—q.  Ay+q Az —q Az = fi;AzAy.
1=5J ij+3 A}

i+3i
Wenn man nun noch das Fourier-Gesetz ¢ = —AgradT verwendet, und z.B. A1 durch
i+35J
L1 =T
O VI
beschreibt, erhilt man
Ay Ax
AA—x(QTZ” = Tip1; — Ti1j) + AA—y@Ti' — Tij+1 — Tij—1) = fijAz Ay.

Die Multiplikation der Gleichung mit Az Ay ergibt letztendlich

2T —Tivyj —Tiyy | 2055 —Tij —Tij—1,
A.’I)Z + AyQ ] - fZ] :

Al (113)
Auf die beschrieben Weise erhélt man fiir alle Teilbereiche B;;, i = 1,2, ..., = 1,2, ... Gleichun-
gen der Art (113), die miteinander verkoppelt sind und somit ein lineares Gleichungssystem zur
Berechnung der Temperaturwerte in den Punkten (4,5) bilden. Auf Sonderbetrachtungen am
Rand von B, wo explizite Temperaturen oder Wirmestrome vorgegeben sind, kann hier nicht
eingegangen werden (ist Thema der ”Numerik fiir Ingeniuere”).
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6 Partielle Differentialgleichungen

6.1 Allgemeines

Einige Beispiele von partiellen DGLn haben wir im Zusammenhang mit der Behandlung der
Operatoren der Vektoranalysis mit den Navier-Stokes Gleichungen und der Kontinuitétsglei-
chung schon diskutiert.

Mit partiellen DGLn ist es moglich zahlreiche Phinomene der Technik und Naturwissenschaften
zu beschreiben. Zu nennen sind hier beispielsweise

e das Schwingungsverhalten von Platten,

e die Stabilitdt von Flugzeutragfiigeln,

e die Bestimmung der Dichteverteilung bei Strémungen,

e die Beschreibung von Temperaturverteilungen in vorgegebenen Medien oder

e die Beschreibung von Wellenausbreitungsvorgéingen in fiissigen oder gasformigen Medien.

Es ist an dieser Stelle nicht moglich das ausgesprochen umfangreiche mathematische Gebiet
der partiellen Differentialgleichungen vollstéindig abzuhandeln. Es kann nur um die Vermittlung
einiger Grundlagen der Herleitung von partiellen DGLn und die Beschreibung einiger Losungs-
methoden gehen.

6.2 Was ist eine partielle Differentialgleichung?

Definition 6.1.
Es sei D ein Gebiet des R® und x = (z1, %2, ...,2,)? € D. Unter einer partiellen Differentialglei-
chung der Ordnung k fiir eine Funktion u : D — R versteht man eine Gleichung der Form

Ou(x) Ou(x) 0%u(x) 0%u(x) OFu(x) oFu(x)

a.’L‘l yaany a.’L‘n’ ax% g aeny 835% yaany ax’f yaany 835’73

F(x,u(x), ) =0. (114)

Bemerkung 6.2.

Im Unterschied zu den gewohnlichen DGLn treten in der Funktion u mehrere unabhingige
Verinderliche auf, und in der Gleichung (114) neben u und x partielle Ableitungen von u bis
zur Ordnung & auf. Ist n = 1, so liegt mit (114) als Spezialfall eine gewohnliche DGL vor.

Die partielle DGL (114) heifit linear, wenn der durch

Ju(x) ou(x) 0%u(x) 0%u(x) OFu(x) OFu(x)
By " Bwm  0ad T 0a2 T dak T Oak

L[u] := F(x,u(x), )

definierte Operator beziigl. u linear ist, d.h.
Llu+v] = L{u] + Ljv] und L[ou] = aLlu]
fiir Funktionen » und v sowie o € R gilt.
Um zu Lésungen von (114) zu gelangen, sind Rand- und/oder Anfangsbedingungen zu stellen. Im

Zusammenhang mit der Bestimmung von Losungen partieller DGLn sind die folgenden Fragen
interessant:

(i) Gibt es tiberhaupt eine oder mehrere Losung des Problems (Existenzproblem)?



6 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 102

(ii) Falls es eine Losung gibt, stellt sich die Frage der eindeutigen Bestimmtheit (Eindeutig-
keitsproblem).

(iii) Welchen Einfluf haben ”Mefungenauigkeiten” bei den Rand- und/oder Anfangsdaten auf
die Losung.

Es kann hier nur andeutungsweise auf die Fragestellungen (i) und (ii) eigegangen werden, wobei
man meistens schon sehr zufrieden ist, wenn man - auf welchem Weg auch immer - eine Losung
einer partiellen DGL gefunden hat. Hat man mehrere gefunden, hilft oft der ingenieurphysika-
lische Kontext die sinnvollen Lésungen herauszufiltern.

6.3 Beispiele

Im folgenden sollen nun einige bekannte DGLn der mathematischen Physik kurz aufgefithrt wer-
den. Dabei werden die géingigen Operatoren der Vektoranalysis (Laplace-Operator, V-Operator,...)
zur Darstellung genutzt.

Beispiel 1: Die Warmeleitungsgleichung

Ju(x,t)
ot

ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung. u steht fiir die Temperatur, die vom
Ort x und der Zeit ¢ abhéngt.

Beispiel 2: Die Wellengleichung

Au(x,t) = , xR, t€]0,00) (115)

0%u(x, 1)
ot?
ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung (c ist hier die Phasengeschwindigkeit).
(116) beschreibt die Ausbreitung von Wellen in homogenen fliissigen oder gasformigen Medien.

AAu(x,t) = , xR t€[0,00) (116)

Beispiel 3: Die Helmholtzsche Schwingungsgleichung

AU(x) + K U(x) =0, x € R (117)

ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir U(x). Der Spezialfall k£ = 0 ergibt
die Potentialgleichung

AU(x) =0, x € R, (118)

die in der Elektrostatik eine wichtige Rolle spielt.
Beispiel 4: Die Kontinuititsgleichung

@ + V- (p(x, t)v(x,t) =0, x € R?, ¢ € [0, 00) (119)

mit einem gegebenen Vektorfeld v(x,t) ist eine lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung
fiir dei Funktion p(x,t). p(x, t) steht hier fiir die Dichteverteilung einer mit der Geschwindigkeit
v(x,t) stromenden Flissigkeit.

Beispiel 5: Die Maxwellschen Gleichungen

rot E(x,t =—MQH x,t
{ (1) orti (1) , Xx ER3, ¢ €[0,00) (120)

rotH(x,t) = G%E(X,t) + oE(x,1)
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mit den positiven Konstanten e (Dielektrizitit), u (Permeabilitit) und o (elektrische Leitfihig-
keit) stellen ein lineares System von partiallen DGLn 1. Ordnung fiir die elektrische Feldstirke
E(x,t) und die magnetische Feldstirke H(x,t) dar'®.

6.4 Korrektheit von Problemstellungen der mathematischen Physik und des
Ingenieurwesens

Oben wurde die Frage der Auswirkungen von Fehlern in den Anfangs- oder Randdaten auf die
Losung von partiellen Differentialgleichungen angesprochen. Mathematisch wird dieser Sachver-
halt mit Korrektheit oder Inkorrektheit von Problemen bezeichnet.

Definition 6.3. (Korrektheit)

Ein Problem der mathematischen Physik heifit korrekt gestellt, wenn eine und nur eine Losung
der Gleichung existiert, die den vorgegebenen Zusatzbedingungen (Rand- und/oder Anfangsbe-
dingungen) geniigt, und wenn kleine Anderungen der Vorgaben kleine Anderungen der Losungs-
funktion entsprechen (wenn die Losungsfunktion stetig von den Vorgaben abhingt).

Der Begriff der Korrektheit eines Problems setzt die Moglichkeit voraus, zwei voneinander ver-
schiedene Funktionen miteinander vergleichen zu kénnen, indem man einen verallgemeinerten
Abstand zwischen ihnen einfiihrt, der den Grad der Anndherung der beiden Funktionen mifit.
Das kann auf verschiedene Weisen geschehen. Bei reellwertigen Losungsfunktionen u, v, die von
x € D C R" und ¢ € [0,T] abhéingen, kann man den Abstand z.B. durch

—v|| = t) — t
el s= _max | fu(x,1) oo, 1)

erkldren. Ist bei der Problemstellung eine Anfangsbedingungen fiir die Losung vorgegeben, z.B.
u(x,0) = ug, so bedeutet die stetige Abhingigkeit der Losungsfunktion vom Anfangswert, daf§
fiir jede Zahl € > 0 ein § > 0 gefunden werden kann, so dafl die Ungleichung

[|lu(uo) — u(ug)|| < e
gilt, sobald die Ungleichung
lup — ug| < 6

erfiillt ist. Neben der Forderung der stetigen Abhéngigkeit der Losung von Vorgaben kann man
dariiberhinaus die stetige Abhéiingigkeit von Ableitungen der Losung bis zu einer vorgebenen
Ordnung fordern. Der Nachweis der Korrektheit von Problemstellungen hingt im Einzelfall
von der Art der Differentialgleichung und den jeweiligen Rand- und Anfangsbedingungen ab.
Die Nachweise sind im einzelnen oft kompliziert und das folgende Beispiel zeigt, dafl selbst die
Linearitdt der Differentialgleichung keine Garantie fiir die Korrektheit bietet.

Beispiel eines inkorrekt gestellten Problems (nach Hadamard):

Im Gebiet D = {(z,y) € R%,y > 0,—-% <z < I} wird die Lésung der DGL
0*u  0%u
475 =0
0z? = Oy?

betrachtet. Als Randbedingungen sind

ou
u|z=—§ = u|z=§ =0, “‘yzo =0, a_y‘yzo = ¢(z),

15Statt rot E(x,t) wird auch die Bezeichnung V x E(x,t) verwendet.
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vorgegeben. Fiir ¢(z) moge auBerdem

gelten. Fiir ¢(x) = 0 stellt u(z,y) = 0 die einzige Losung dar. Fiir
¢*(z) = eV cos(2n + 1)z

lautet die einzige Losung

1

76_\/%005(2“ + 1)z sinh(2n + 1)y
2n+1

u(z,y) =
Es 148t sich nun leicht iiberpriifen, da8 die Funktion ¢* bei hinreichend groflem n bleibig klein
wird, also einen beliebig kleinen Abstand zu ¢ hat. Andererseits hat die Losungsfunktion u* die
Form eines Kosinus, der bei jedem von Null verschiedenen y eine beliebig grofie Amplitude hat,
und damit beliebig stark von u = 0 abweicht.
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7 Fourierreihen

In der Physik und im Ingenieurwesen spielen periodische Vorginge eine grofle Rolle. Sie treten
in Form von mechanischen oder elektrischen Schwingungen, Wellen, Drehbewegungen treten
sie vielfach auf. In der jiingsten Vergangenheit wurden auch zahlreiche periodische Phinomene
in der Sozial- und Wirtschaftswissenschaften entdeckt. Das Darstellen beliebiger periodischer
funktionaler Zusammenhénge durch Reihen von Cosinus- und Sinusfunktionen ist dabei die
mathematische Grundaufgabe.

7.1 Periodische Funktionen

Definition 7.1. (periodische Funktion)
Unter einer periodischen Funktion verstehen wir eine Funktion f auf R, die die Gleichung

fle+L) = f(x) (121)

fiir alle z € R erfiillt. Dabei ist L eine positive Konstante. L heifit die Periode von f. Man nennt
f auch eine L-periodische Funktion.

Bemerkung 7.2.

Teilt man die reelle Achse in Intervalle der Linge L ein, z.B. in Intervalle [kL, (k + 1)L] (k
ganzzahlig), so ist der Graph von f auf allen diesen Intervallen gleich. Die Funktionen cos z und
sin z sind wichtige periodische Funktionen mit der Periode 27. Die Funktionen

sin(nx) cos(nx) fir n € N

haben die Perioden %” und damit auch die Periode 2.

Definition 7.3. (trigonomertisches Funktionensystem)
Die Funktionen ¢(z) = 1 und sin(nz) sowie cos(nz), (n € N) bilden das trigonometrische
Funktionensystem.

Bemerkung 7.4.

Durch eine einfache Transformation bzw. Substitution kann man jede L-periodische Funktion f
in eine Funktion mit der Periode 27 verwandeln.

Wir substituieren x = t% und erhalten mit

L

) = )

ausgehend von f eine 27-periodische Funktion f . Dieser Fakt rechtfertigt im weiteren die aus-
schlieflliche Behandlung von 27-periodischen Funktionen.

7.2 Trigonometrische Reihen, Fourier-Koeffizienten

Es sei f : R — R eine beliebige 27-periodische Funktion. Unser Ziel soll im folgenden darin
bestehen, diese Funktion durch eine Reihe der Form

f(z) = % + Z(an cos(nz) + by, sin(nz)) (122)

n=1

darzustellen. Eine Reihe (122) heifit trigonometrische Reihe. Es gilt also die Frage zu beantwor-
ten, ob f tatsidchlich so darstellbar ist, und gegebenenfalls eine Mdoglichkeit zur Bestimmung
der Koeflizienten ag,a1,... und b1, bo, ... zu finden. Zur Kldrung dieser Fragen nehmen wir die
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Existenz einer Reihe der Form (122) an, und setzen desweiteren die gleichméfige Konvergenz
dieser Reihe voraus.

Zur Bestimmung der Koeffizienten:

Beide Seiten der Gleichung (122) werden mit sin(kz) multipliziert und anschlieBend iiber das
Intervall [—m, 7] integriert. Durch die Annahme der gleichméBigen Konvergenz kann man die
Reihe gliedweise integrieren, man erhélt also

f(z)sin(kz) dz = ) sin(kz) dz +
-

+ Z (an / cos(nz) sin(kz) dz + by, / 7

-

™

sin(nz) sin(kx) da:) . (123)

Wenn wir uns nun an die Integrationsaufgaben aus der HM I und HM II erinnern stellen wir
fest, daf} die Orthogonalitétsrelationen

™
/ cos(nz) sin(kz) dz = 0 fir k,n € N,

-7

™
/ sin(nz) sin(kz) dr = 0 fir k #n, k,n € N, (124)

-

/ sin(nz) sin(kz)der =« firk=mn,keN,

y(}

gelten. Danach verschwinden auf der rechten Seite von (123) alle Integrale bis auf das Integral
J7_sin®*(nz) dz, so daB aus (123) die Gleichung

™ T
f(z)sin(kx)dz = bk/ sin?(kz) dz = byn (125)
folgt. Multipliziert man (122) mit cos(kz) und integriert iiber das Intervall [—7, 7] erhilt man
auf analoge Weise die Gleichung

™ ..
_ akf cos? dr = apm fiir k €N,
o f(z) cos(kz) dz = { % ff 1 dx = a07r fiir k = 0. (126)
Die Auflésung nach den Koeffizienten liefert die Berechnungsformeln
1 [ .
ap = — f(x)cos(nz)dr firn=0,1,2,...
-
(127)
1 7l'
by, = — f(x)sin(nz)dz firn=1,2,3,...
-

Diese Methode zur Berechnung aller Koeffizienten ist von Fourier genialerweise entdeckt worden,
weshalb die Approximation periodischer Vorginge mit Sinus-Kosinus-Reihen auch Fourierana-
lyse genannt wird. Die Ausdriicke in (127) heiflen Fourier-Koeffizienten.

Das Problem besteht nun darin, daf man nicht a-priori weif}, ob die Reihe gleichmiBig konver-
giert. Immerhin kann man aber die Formeln (127) fiir jede integrierbare Funktion f anwenden
und damit formal die Reihe

[e.e]
a .
?0 + El(an cos(nz) + by, sin(nz))
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bilden. Sie heifit Fourier-Reihe von f. Es bleibt die Frage zu beantworten, fiir welche Funktionen
f konvergiert deren Fourier-Reihe gegen f7 Gliicklicherweise kann man diese Frage fiir die mei-
sten im Ingenieurwesen vorkommenden periodischen Funktionen positiv beantworten, ndmlich
fiir stiickweise glatte Funktionen.

Definition 7.5.
Eine auf einem Intervall I definierte Funktion f heifit stiickweise glatt, wenn gilt

(a) f ist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von Punkten, die sich nirgends
héufen,

(b) in diesen Ausnahmepunkten z; existieren die rechts- und linksseitigen Grenzwerte f(z;+0)
und f(z; —0) sowie f'(z; +0) und f'(z; —0). Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung folgt dann

(128)

(c) in allen Punkten z; ist der Funktionswert f(z;) das arithmetische Mittel der einseitigen
Grenzwerte

Flz) = 5(f (@i +0) + flzi~0)) (129)

Die Forderung (c) ist stark auf Fourierreihen zugeschnitten, wie man im folgenden sehen wird.
Schlief8lich gilt der folgende Satz.

Satz 7.6. (Konvergenz von Fourierreihen)

Ist f : R — R eine 2m-periodische stiickweise glatte Funktion, so konvergiert ihre Fourierrei-
he punktweise gegen f. In jedem kompakten Intervall ohne Unstetigkeitsstellen von f ist die
Konvergenz dariberhinaus gleichmdfig.

Beweis.
Wir betrachten die n-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f

su() = % + Y (ag cos(ka) + by sin(ka)) . (130)

Zu zeigen ist s,(xz) — f(z) fiir n — oo. Dazu werden auf der rechten Seite von (129) fiir die
Fourier-Koeffizienten aj und by die entsprechenden Integralausdriicke eingesetzt und ) mit f
vertauscht. Unter Nutzung von Kosinus-Additionstheoremen der durch vollstindige Induktion
zu beweisenden Summenformel

sin((2n+1)t) =[1+2 Z cos(2kt)]sint
k=1
erhélt man die folgende Herleitung:
sn(z) = L[ f(t) [% + > r_1(cos(kt) cos(kz) + sin(kt) sin(kz)] dt
= 7[5 f®) [5+ Xk cos(k(t — 2))] dt
— lf f()sm()\t m)dt /\:n‘l‘;,
( ) sm()\'r)

2 sm

dr, mit t=x+ 71

( (z+7)— f(x 4 0))Sln<”> dr + f(z+0) [T S;;‘fgﬂ dr

2sin

( (J,‘-I-T) (J)—O))Sm()‘T dT—I—f( )j‘O s1n(/\'r)d )

2 sin T 2 sin &

S
o:]:;

/\H

_|_
H N~ 3=



7 FOURIERREIHEN 108

In den letzten beiden Zeilen streben das erste und das dritte Integral bei festem z fiir A — oo
gegen Null. Die Konvergenz ist gleichméiflig auf kompakten Intervallen ohne Sprungstellen von
f (wird in einem folgenden Hilfssatz bewiesen). Das zweite Integral strebt mit A\ — co gegen 7.
Das vierte Integral ist nach Substitution 7 = —7 gleich dem zweiten, strebt demnach auch gegen
7. Damit strebt s,(x) bei festem z fiir n — oo gegen %f@:—oﬁ und auflerdem punktweise
und gleichméfig auf kompakten Intervallen ohne Sprungstellen von f gegen f. U

Mit der Verabredung

fla+t)—f(z40) .
Sz(t) = % fir ¢t € (Oaﬂ-];
Fa+0)  firt=o,

formulieren wir den noch ausstehenden Hilfssatz zum obigen Beweis der Konvergenz der Fourier-

Reihe.
Lemma 7.7.
Fiir jedes x € R gilt

To(V) 1= /0 B sinM)dt -0 fir A oo,

Die Konvergenz ist gleichmdfig auf jedem kompakten Intervall [, B] ohne Sprungstellen von f.

Beweis.
Die Funktion sin(\t) wechselt jeweils im Abstand A = 7/A ihr Vorzeichen (A > 0). Die Substi-
tution ¢t = u + h in J, () ergibt

T—h
Je(A) = — /h Sz(u+ h) sin(Au) du .

Schreibt man hier wieder ¢ statt u und addiert dies zu J;(A) in seiner urspriinglichen Form,
erhélt man

2J;(A) = — f_Oh sz(t + h) sin(At) dt + f(;r_h(sw(t) — 5g(t + h)) sin(\t) dt
+ [T, sp(t) sin(\e) dt .

Man iiberlegt nun, daf |s,(t)| < M gilt'6. Damit ergibt sich die Abschiitzung
n—h
21J,(V)] < Mh-l—/ |s4(t) — sp(t + h)| dt + Mh. (131)
0
Wir zerlegen foﬁ_h in

w—h t1—h t1 to—h to w—h
L= L)L) e
0 0 t1—h 0 to—h tm

wobel 11, ..., t,, die Unstetigkeitsstellen von s, sind. Dabei kann es hochstens soviele - sagen wir
N - geben, wie es Spriinge von f in [0, 7] gibt. In den Intervalle [t; — h,t;] der Linge h ist der
Integrand |s,(t) — s, (t+h)| < 2M, wihrend er in den iibrigen Intervallen aus Stetigkeitsgriinden

18Dje Beschrinktheit in ¢ fiir jedes feste x folgt fiir ¢ — 0 aus der ’Hospitalschen Regel. Die Anwendung
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf Z&hler und Nenner ergibt s.(t) = f'(z + t1)/cos(t2/2) mit
t1,t2 € (0,t), woraus die gleichm#Bige Beschranktheit ||sz(t)| < M fiir alle ¢ € [0, 7] und alle z € [, (] folgt.
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< e ist fiir h < hy (dabei € > 0 beliebig gegeben und h, pasend gewahlt). Damit erbibt sich aus
(131)

2|J,(\)| < Mh+ N -2Mh +¢€-(m —h) + Mh < (2N +2)M - h +er

fir h < hy. Diese Abschitzung gilt sowohl fiir festes z, als auch fiir alle z aus einem Intervall
[, B] ohne Spriinge von f. Die rechte Seite wird aber kleiner als jedes €* > 0, wenn h < hy ist
(wobei h; geniigend klein gewihlt wurde). Daraus folgt die Behauptung des Hilfssatzes. O

Eine wichtige Ungleichung fiir die Fourier-Koeflizienten beinhaltet der folgende Satz.

Satz 7.8.
Fir alle integrierbaren Funktionen auf [—m,w] gilt die Besselsche Ungleichung

2 n ™
a 1
o+ ;(a% <L | fa)de. (132)

Dabei sind ay, by die Fourier-Koeffizienten von f.

Beweis.
In der folgenden Herleitung wird die quadratische Klammer im Integral ausmultipliert. Die
Verwendung der Orthogonalititsrelationen (124) ergibt dann:

0< M (flz) — [% + 3%, (ag cos(kz) + by sin(kz))] )2 da
= [T (=z) - 2f(fL‘)[-z;-] + []7) da
= [T @) de—m (F 4 0@+ 8) -

O
Aus der Besselschen Ungleichung (132) erhilt man fiir n — oo
@ N2, g2 L ("
7+Z(ak+bk) <= ﬂf (),
k=1
d.h., die linke Reihe ist konvergent und es gilt die Folgerung
Korollar 7.9.
Die Fourier-Koeffizienten einer integrierbaren Funktion sind Nullfolgen:
lim a =0 lim by = 0. (133)
k—o00 k—o00

Schliefllich formulieren wir den Satz

Satz 7.10.

Ist f eine stetige, stiickweise glatte Funktion der Periode 2w, so konvergiert ihre Fourier-Reihe
gleichmapfig und absolut gegen f. Fiir ihre Fourier-Koeffizienten ay, by folgt auflerdem die Kon-
vergenz der Reihen

o o
larl, D Ibl
k=1 k=1
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Beweis.
Aus (JA| = |B[)? > 0 folgt 2 < |AB| < A? 4+ B2. Damit gilt mit A = ; und B = ka; die
Ungleichungskette

2 1
2|ay cos(kz)| < 2|ag| = E'ka“ < 2 + (kay)? (134)
und analog
. 1
2[be sin(kz)| < 2[bx| < 75 + (kby)? (135)

fir k& € N. Die Ableitung f' wird an ihren Sprungstellen durch das arithmetische Mittel ihrer
einseitigen Grenzwerte erklirt. Die Fourier-Koeffizienten von f’ sind kb, und —kay, wie man
durch partielle Integration der Integraldarstellungen der Koeffizienten herausfindet. Die Bessel-
sche Ungleichung fiir f’ ergibt damit die Konvergenz der Reihe

o0

> K (af +b) -

k=1
Die obigen Ungleichungen (134) und (135) ergeben

2

1k
lag, cos(kx) + by sin(kz)| < |ag| + |bg| < =t 7((1% +b7) . (136)

Da 72, (%(ai +02) + k%) konvergiert, ist diese Reihe eine Majorante fiir die Fourier-Reihe

von f, wie auch fiir die Reihen > 72, |ag| und ) .7, |bg|. Daraus folgt die Behauptung des
Satzes. 0

Bisher wurde bei den Konvergenzuntersuchungen der Abstand zwischen der Funktion und der
Fourier-Reihe als maximaler Betrag betrachtet und im Satz (7.6) die gleichmifBiige Konvergenz
fiir stiickweise glatte Funktionen nachgewiesen. Mifit man den Unterschied zweier Funktionen
nicht am Maximum der Differenzen aller Funktionswerte auf [—7, 7|, sondern gemifl der

Definition 7.11. Ly-Norm

17 =dlle= (57 [ 1@ —g<w>|2dw)1/2 ,

—T
kann man auf die Voraussetzung der stiickweisen Glattheit verzichten und gelangt man zu

Satz 7.12. (Konvergenz im quadratischen Mittel)
Die Fourier-Reihe einer auf [—m,w| stickweise stetigen Funktion f konvergiert stets auf [—m, 7]
m quadratischen Mittel gegen f, d.h., fir die Partialsummen s,, der Fourier-Reihe von f gilt

lim ||f —sm|l2=0.
m—0oQ0

Auf den Beweis wird etwas spéter nochmal eingegangen.

Nach den vielen Beweisen soll nun auf einige Beispiele und praktische Aspekte der Berechnung
von Fourier-Reihen eingegangen werden. Wenn man die Berechnungsformeln fiir die Fourier-
Koeffizienten ansieht, und an die Integration gerader oder ungerader Funktionen iiber dafl In-
tervall [—m, 7] denkt, dann kommt man schnell zu der
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Abbildung 23: Sigezahn-Kurve

Korollar 7.13.
Die Fourierreihe einer ungeraden Funktion ist eine reine Sinusreihe, einer geraden Funktion
eine reine Kosinusreihe (incl. konstantem Glied).

Beispiel (Sdgezahnkurve):

Wir betrachten die Funktion

_Joar fir —r<z<m (a>0)
f(w)_{O firz ==

und denken uns die Funktion zu einer 27-periodischen Funktion auf R fortgesetzt. f ist eine
ungerade Funktion und damit gilt a, = 0 fiir alle n = 0,1, 2, .... Die b, berechnet man mit der
Formel (127) zu

bn, = 2?a foﬂ z sin(nz) df = +1
2 ([-ao2n]" 4 1 7 cos(nz) de) = 2L

Damit folgt die Reihendarstellung der Sidgezahnkurve

sinz  sin(2z) N sin(3z) n
. 5 3 N

f(z) :2a( -

Setzt man a = 1 und betrachtet nur z-Werte aus (—m, ), so erhilt die Formel

P sinz _ sin(2z) n sin(3z) P
1 2 3
und damit die erstaunliche Darstellung einer sehr einfachen Funktion durch die Kombination
sich wild bewegender Sinusfunktionen.
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7.3 Komplexe Schreibweise von Fourier-Reihen

Obwohl wir bisher nur reellwertige periodische Funktionen betrachtet haben, erweist sich in vie-
len Bereichen der Technik die komplexe Schreibweise von Fourier-Reihen oft als sehr brauchbar.
Deshalb wollen wir ausgehend von den reellen Fourier-Koeffizienten die komplexe Schreibweise
herleiten.

Wir wissen, daB jede stiickweise glatte, 2w-periodische Funktion f : R — R in eine Fourier-Reihe

f(z) = % + Y (an cos(nz) + by sin(n)) (137)

entwickelt werden kann. Die Reihendarstellung wird noch iibersichtlicher, wenn wir die aus den
Eulerschen Formeln aus dem Gebiet der komplexen Zahlen folgenden Beziehungen

emw _|_ 6*”158 emw _ 6*”158

cos(nx) = 5 , sin(nz) = 5 (138)
beriicksichtigen. Damit konnen wir die Fourier-Reihe von f umformen in
f(w) _ 0‘2_0 + ZZO:]- (an einz+2efincc + bn ein:c Effznz)
— (12_0 + 22021 (an_Zan enT an—lz—zbn e—inw) .
Mit dem Ziel einer recht kompakten Darstellung verabreden wir by := 0 und
a_p = ay und b_p = —by, (139)
fir n = 0,1, 2,.... Damit und mit der Abkiirzung
ap — by, )
ai=—F—, n ganzzahlig, (140)
erhélt f die Reihendarstellung
o0 . .
f(iE) =op + Z(O‘nemz + a_ne—mm) . (141)
n=1
Die m-te Partialsumme der rechten Seite hat die Form
m . . m .
Sm(z) = ap + Z(anemw +a_pe ") = Z ane™ . (142)

n=1 n=-—m

Da sie fiir m — oo gegen f(x) strebt, schreiben wir

fl@)= > ane™. (143)

n=—oc
Die rechte Seite wird dabei als Grenzwert
m
. inx
77}1_I)noo Z ane™? . (144)
n=—m

im Sinne einer ”symmetrischen” Grenzwertbildung verstanden'”. Die Koeffizienten oy, in (143)
lassen sich ebenso wie die reellen Koeffizienten a,, b, direkt durch eine Integralformel angeben.

. ; . 0 . .
'"Normalerweise wird unter 350 ¢, die Summe 30_ _ cn + 350 ¢n verstanden, d.h., es miissen zwei
Grenzwerte gebildet werden.
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Wenn wir annehmen, dafl die Reihe (143) gleichmifig konvergiert, erhdlt man nach Multipli-
kation der Reihe mit ¢?** k ganzzahlig, der Integration iiber [, 7] und der Vertauschung von

ST mit >
f( Je " dr = Z an/ (145)

n=—oo

Das rechts stehende Integral ist dabei so zu verstehen, dafl iiber Real- und Imaginirteil einzeln
integriert wird und danach summiert wird. Man errechnet somit

/_ " itz gy /_ " (cos((n — K)z) + isin((n — k))) da

:/ cos((n — k)x) dz+i/ sin((n — k)r) dz :{ (2)7T ;ZZ; Z;Z’

- -
~

0
Die Summe in (145) reduziert sich damit nur auf das eine Glied mit n = k, und es ergibt sich
durch umstellen

= iﬂ /::f(a:)e"“” dz . (146)

Die Integralformel (146) gilt allgemein, also auch wenn die gleichmifiige Konvergenz der Reihe
(143) nicht gegeben ist, denn aus der Beziehung (140) kann man die Beziehung (146) einfach

durch Einsetzen der Integralformeln fiir a, und b, herleiten, wenn man e~** = cos(nz) —
isin(nz) beachtet.
Fir die Riickberechnung von a,, b, aus «, ergibt sich
an, =2 Reay,, b, = —21Im «, oder
ap =ap +a_pn, by =1i(lay —a_y) (n=0,1,2,...). (147)

Dabei ist o, = a—,.
Die Konvergenzsitze (7.6) und (7.8) gelten fiir die komplex geschriebene Reihe (143) entspre-
chend.

Bemerkung 7.14.
Zur Beschreibung von Schwingungen verwenden Ingenieure und Physiker hdufig unmittelbar den
Reihenansatz tiber die komplexe Exponentialfunktion, also

e .
Z ane™t (148)

n=—oo

w > 0 ist dabei die Kreisfrequenz der Schwingung. Mit dieser Reihe arbeitet man einfacher als
mit Sinus- und Kosinusreihen, da die Exponentialfunktion die Gleichung e*™Y = e%e¥ erfiillt.
Will man zB. die phasenverschobene Schwingung g(t) := f(t — t9) durch eine Fourierreihe
beschreiben, dann ergibt sich aus (148) sofort

00
g(t) t _ tO Z an, emw (t—to) — Z (anefinwto) einwt ’ (149)
n=—oo n=—co

und somit ist die Fourier-Reihe von g schnell ermittelt. Der Weg iiber die reelle Fourier-Reihe
von f ist dagegen wesentlich umstindlicher.
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7.4 Fourier-Reihen komplexwertiger Funktionen

In den bisherigen Abschnitten haben wir zwar Funktionen f : R — R, also reellwertige Funk-
tionen betrachtet, jedoch an keiner Stelle benutzt, dafl die Funktionen nur reelle Werte haben
diirfen. Deshalb kénnen sidmtliche Aussagen und Herleitungen der vorangegangen Abschnitte
problemlos auf komplexwertige Funktionen f : R — C iibertragen werden.

Bei den Integralformeln zur Berechnung der Koeffizienten a,, b, ist lediglich darauf zu achten,
dafl Real- und Imaginérteil des Integranden einzeln zu integrieren und dann zu summieren sind,
also

/f(t)dtz/Ref(t)dt+z‘/1mf(t)dt.

Im folgenden werden nun einige Rechenregeln zur vereinfachten Berechnung von Fourier-Reihen
notiert.

Satz 7.15. (Rechenregeln)
Im folgenden sind f,g : R — C L-periodische stiickweise glatte Funktionen mit den Fourier-
Reihen f(t) = 3200 ™ und g(t) = 300 Bne™t mit w = 2L als Kreifrequenz'®.
(1) Linearitat
o0
af +bg= Z (acy, + bBp)e™t, a,b € C, (150)

n=—oo

(2) Konjugation, Zeitumkehr

m: i a—_neinwt’ f(—t) — i a_neinwt_ (151)

n—=——oo n=—oo

(8) Streckung, Ahnlichkeit

flet) = Z o @t (152)

n=—oo

(4) Verschiebung im Zeitbereich (Phasenverschiebung)

o0

f(t + a) — Z (einwaan)einwt (153)
n=—00
(5) Verschiebung im Frequenzbereich
[e.o]
ekt f(4) = Z €™t ke (154)
(6) Fourier-Reihe der Ableitung
e .
)= > (inway)e™" (155)
n=—00

(7) Fourier-Reihe der Stammfunktion
Sei ag = ap = fOL f@)dt =0, dann gilt

K 1 r - Qn inwt
/Of(f)dT:—E/o O+ Y (et (156)

nw
n=—00,n#0

'®*Die Verbindung zu 2m-periodischen Funktionen wird durch die Substitution ¢ := £ hergestellt. F(z) :=
f(£ — =) ist dann eine 2m-periodische Funktion im bisher betrachtetem Sinne.
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Die Beweise lassen sich durch richtige Anwendung der Potenzgesetze, gliedweise Differentiation
und im Falle von (156) durch die partielle Integration der Formel fiir die Fourier-Koeffizienten

in der komplexen Schreibweise a, = + fOT f(t)e~™tdt (siehe auch (146)) mit u(t) = fg f(r)dr
und v'(t) = e~ gut durchrechnen und sollten als Ubung gefiihrt werden.

Definition 7.16. (periodisches Faltungsprodukt)
Die L-periodische Funktion

1 L
(Fe9)®) =1 [ fe-ng(r)dr
0
heifit das periodische Faltungsprodukt von f und g.

Satz 7.17.
Die Fourier-Reihe des Faltungsproduktes lautet

o0

> (anBn)e™ . (157)

n=—oo

Beweis. Mit dem Satz von Fubini fiir Gebietsintegrale leitet man

l L —inwt _ i _ —inwt
L/o (f*xg)(t)e dt = I //OST,tSLf(t T)g(7)e dr dt

1 L L ) )
=12 / [/ flt— T)efmw(t*ﬂ dt] g(t)e "™ dr
0 0

1 [r .
= f/ ang(T)e”"™ dr = a6y, ,
0

wobei im inneren Integral ( =t — 7 substituiert wurde. O

Satz 7.18. (Eigenschaften des periodischen Faltungsproduktes)
Seien f,g,h L-periodische in [0, L] stickweise stetige Funktionen.

(1) Das Faltungsprodukt ist assoziativ, distributiv und kommutativ, d.h.,

fr(gxh)=(f*g)xh,  [fx(g+h)=frxg+f*h, [frg=gxf.
(2) Das Faltungsprodukt gldttet, d.h., (f * g)(t) ist fir alle t € R stetig.
(3) Die Fourier-Reihe des Faltungsproduktes f * g konvergiert gleichmdfig gegen f g und es gilt

o0
(f*9)(&)= D (anBa)e™" .
n=-—00
Beweis.
Der Beweis von (1) ist elementares Ergebnis von einfachen Integrationsregeln.
g und f sind beschrinkt, mit |g(¢)| < M gilt deshalb fiir h = f x g

Wt +7)—h(t)] < L[FIfE+0—7)—f(t—7)llg(r)dt
< MpEIF(CH) - F(OldC

fOL |f(¢+d) — f(¢)|d¢ ist die Fliche zwischen den Graphen von f(¢ + §) und f(¢) und strebt
fiir 6 — 0 gegen Null.

Beziiglich der Aussage (3) verzichten wir auf den nicht ganz elementaren Beweis. Es sei nur noch
einaml darauf hingewiesen, dafl man zum Faltungsprodukt stiickweise stetiger Funktionen keine
zusitzlichen Glattheitsforderungen zum Nachweis der gleichméBigen Konvergenz der Fourier-
Reige benétigt, wie etwa beim Satz (7.6). O
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Weiter oben wurde mit der Besselschen Ungleichung eine wichtige Beziehung fiir die Fourier-
Koeffizienten nachgewiesen. Eine etwas stirkere Aussage beinhaltet der

Satz 7.19. (Parsevalsche Vollstindigkeitsrelationen)
Sind f und g L-periodische in [0, L] stickweise stetige Funktionen mit den Fourier-Reihen
3 ape™t und S50 B,e™t) so gelten

n=—oo n=—oo

S anf = / ft) (158)

n=—00
Z lon |2 = 7 / |f(t)|>dt (Parsevalsche Gleichung) (159)
n=—00 0
Beweis.
Aus den Rechenregeln des Satzes 7.15 folgt
f(t) * / f(rg(r —t)dr = Z B €™t
n=-—00

Setzt man nun ¢ = 0, so folgt (158). Fiir g = f folgt (159). O

Korollar 7.20.
Aus der Parsevalschen Gleichung (159) fir die kompleze Schreibweise der Fourier-Reihe von f
folgt fiir die Koeffizienten a,, b, der entsprechenden sin — cos-Reihe die Gleichung

o0

9 T
Tey@em=z [ vore (160)

n=1

Der Beweis der Folgerung ergibt sich durch Einsetzen der Beziehung o, = Q”_Q—’bﬂ und das
Zusammenfassen der Summanden mit den Indizes n und —n.

Anwendung finden die Parsevalschen Relationen z.B. bei der Aufstellung von Summenformeln
und der Berechnung bestimmter Integrale.

7.5 Losung einer partiellen Differentialgleichung mit der Fourierschen Me-
thode

Die wichtigsten Anwendungen von Fourier-Reihen liegen auf dem Gebiet der mathematischen
Physik. An der Losung des klassischen Problems der ”schwingenden Saite” soll die Methodik im
folgenden demonstriert werden.

Unter einer Saite versteht man einen frei verbiegbaren gewichtslosen Faden. Eine solche Saite der
Linge [ sei an den Enden x = 0 und z = [ der z-Achse eingespannt und unter Einwirkung einer
Spannung H lings der Achse im Gleichgewicht. In der Abb. 24) ist die Situation dargestellt.
Wir stellen uns vor, im Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Saite aus der Gleichgewichtslage gebracht. Ihre
Punkte mogen auflerdem eine gewisse Geschwindigkeit in vertikaler Richtung besitzen. Dann
beginnen die Punkte der Saite in einer vertikalen Ebene zu schwingen. Nimmt man an, jeder
Punkt M der Saite mit der Abszisse z schwinge streng vertikal, so ist seine Auslenkung y aus
der Gleichgewichtslage zur Zeit ¢ > 0 eine Funktion der beiden Verdnderlichen z und ¢, also
y = y(z,t). Um die Bestimmung dieser Funktion geht es im folgenden.

Wir beschréinken uns auf kleine Auslenkungen/Schwingungen, bei denen y und Y klein sind (so
daB sich die Saite nur wenig aus der Gleichgewichtslage entfernt und die Nelgung der Tangente
an die Saite klein bleibt). Diese Kleinheit vorausgesetzt erlaubt die Vernachldssigung von Qua-
draten kleiner Groflen, ohne wesentliche Fehler zu machen.
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y

Abbildung 24: eingespannte Saite

Wir betrachten nun das Element ds = M'N' der Saite zum Zeitpunkt . Seine Linge konnen
wir auf Grund unserer Annahmen gleich seiner urspriinglichen Linge dr = M N im Anfangs-
zeitpunkt ansehen, wegen

%
oz

Da wir die Lingenénderungen vernachlissigen, kénnen wir auch die Spannung der Saite als un-
verdndert ansehen.

Auf das herausgegriffene Saitenelement wirkt im Punkt M’ die Spannung H tangential nach
links, in N’ dieselbe Spannung tangential nach rechts. Sind « bzw. @ die Neigungswinkel der Tan-
genten, so ist die Summe der vertikalen Komponenten (die horizontalen kénnen vernachléssigt
werden) dieser Krifte gleich

L Ay Ay _ 0%
H - (sina sma)_H[(ax)N, (&E)M/] _H6w2 dx .

Hier haben wir ebenfalls benutzt, dal Quadrate kleiner Gréflen vernachlissigt werden koénnen,
z.B. setzt man

ds =1\/1+(5z=)?dr~dz .

. tan o ‘ dy
sihna = ——— ~tana = == .
V1 +tan? o Oz

Auflerdem wurde der Zuwachs der Funktion % durch ihr Differential % dz ersetzt.

Ist p die Dichte der Saite, so ist die Masse des Saitenelements gleich pds = pdz. Nach dem
2
Newtonschen Gesetz mufl nun das Produkt aus der Masse pdr und der Beschleunigung %
gleich der Kraft sein, die auf das Element wirkt. Diese Bilanz bedeutet
0%y 0?

Y
-— =H_—dx.
pdz 52 92 dx

2 = % setzt, so ergibt sich schliellich die partielle Differentialgleichung

Wenn man nun a
Oy 0%

Gz =@ g2 (161)
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die die schwingende Saite beschreibt.
Als Randbedingungen fiir y = y(z,t) fordert man

y(0,t) = y(0,1) =0, (162)

und beriicksichtigt damit, dafl die Saite an den Enden eingespannt ist. Wenn weiterhin f(z) und
g(z) fir 0 < z <[ die Auslenkung und die Geschwindigkeit der Punkte der Saite zum Zeitpunkt
t = 0 beschreiben, so miissen die Anfangsbedingungen

yo,0) = 1), P20y (163)

erfiillt sein. Natiirlich muf8 f(0) = f(I) = g(0) = g(I) = 0 gelten.

Die Losung des Rand-Anfangswert-Problems (161)-(163) soll nun mit der Methode vorgenommen
werden, die Fourier benutzt hat.

Fiir die Losung der Gleichung (161) wird ein Produkt zweier Funktionen, von denen die eine
nur von z und die andere nur von ¢ abhingt, angesetzt

y=X(z)T(t) .
Damit ergibt sich aus der DGL
XT" =a’X"T,
wobei die Striche Ableitungen nach der Variablen bedeuten, von der die jeweilige Funktion
abhingt, und nach einer Umstellung
T?" = aQXYH : (164)

Da die linke Seite von (164) nicht von z abhingt, und die rechte Seite nicht von ¢ abhéngt, ist
der gemeinsame Wert eine Konstante, die wir mit A = —a?f3?, 8 > 0 bezeichnen'®. Damit kann
man (164) in die beiden Differentialgleichungen

T" + a’B°T =0 X"+ 82X =0 (165)
aufspalten. Fiir die Losungen findet man mit den HM II-Kenntnissen

T = Acos(aft) + Bsin(aft)
X = C cos(Bz) + D sin(pzx)

Damit y = XT den Randbedingungen (162) geniigt, mufl ihnen X geniigen. Fiir z = 0 ergibt
sich sofort C' = 0. Setzt man x = [, so erhilt man die Bedingung

sin(fl) = 0,
weil D verschieden von Null sein muf, da wir die triviale Losung X = 0 ausschliefien. sin((5)
ist gleich Null fiir
B = % Bs = 2%, i Pa=nZ,... (166)
Setzt man fiir 8 = 3,
AD =: a, , BD =:b,,

Yhstten wir die Konstante in (164) mit a®43?, also grofler als Null angesetzt, so kénnten die Randbedingungen
nur von der Funktion X = 0 erfiillt werden.
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so gelangt man zu den partikulidren Losungen
yp =T - X = (ay cos(afpt) + by sin(afpt)) sin(B,x) n=123,..

Man sieht leicht, daf auch die Summe beliebig vieler solcher Losungen die gestellten Forderungen
erfiillt. Daher ist es naheliegend, die aus allen Lésungen gebildete Reihe

Z ap, cos(afpt) + by sin(afpt)) sin(Brx) - (167)

zu betrachten. Wir nehmen fiir die weiteren Betrachtungen erst mal an, dafl die Reihe (167)
konvergiert und die DGL (161) erfiillt. Jetzt wollen wir a,,, b, so wihlen, dal die Anfangsbedin-
gungen (163) erfiillt sind. Dazu setzen wir die Reihe (167) als gliedweise differenzierbar voraus,
so dafl man

% = g(—anaﬂn sin(afnt) + bnaBy, cos(afpt)) sin(B,x) (168)

erhilt. Setzen wir in (167) und (168) ¢ = 0, so folgt

D ansin(Buz) = f(z), Y aBubnsin(Byz) = g() - (169)
n=1 n=1

Wenn wir nun von den Funktionen f und g annehmen, daf) sie in Fourier-Reihen entwickelt
werden konnen, dann erhélt man die Koeffizienten a,,, b, unter Nutzung von Orthogonalitétsre-

lationen in der Form
) l
=1 [ f@sin(ga o
0

2
afnl

Damit haben wir mit der Reihe (167) und den Koeffizienten (170) formal die vollstédndige Losung
des Problems erhalten.

Wenn man nun von f die zweifache Differenzierbarkeit und von g die Differenzierbarkeit fordert,
sowie von f” und ¢’ in [0,1] die stiickweise Glattheit fordert, dann konvergiert die Reihe (167)
in [0,] auch gleichméBig. Damit ist das obige gliedweise differenzieren gerechtfertigt. Man sieht
auch, daf§ die durch die Reihe (167) dargestellte Funktion die Anfangs- und Randbedingungen
(162) und (163) erfiillt.

Offen ist jetzt nur noch der Nachweis, daf y aus (167) auch die Differntialgleichung (161) erfiillt.
Das kann man bei den oben an f und g gestellten Forderungen schlielich durch gliedweises
Differenzieren zeigen.

Wenn man in (167) die Glieder in der Klammer zusammenfaf}, kann man y in der Form

(170)

! !
aBnby, = %/0 g(z)sin(fpz)dz bzw. b, = /0 g(z) sin(Bpz) dz .

o
Y= nzl Ay sin(nl—ﬁx) sin (?t + an)

schreiben. Daraus sieht man, daf} sich die vollstindige Schwingung der Saite aus den einzelnen
Schwingungen

Yn = Ap sin(?x) sin (?t + an>
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additiv zusammensetzt. Alle Punkte der Saite, die an einer Elementarschwingung beteiligt sind,
schwingen mit derselben Frequenz bzw. mit ein und derselben Periode, der jeweils eine bestimmte
Tonhohe entspricht. Die Amplitude der Schwingung jedes Punktes hingt von seiner Lage ab und
ist gleich

Ay sin("l—”m)\ .

Denkt man sich die ganze Saite in n gleiche Teile geteilt, so befinden sich die Punkte dessel-
ben Teilstiicks stets in gleicher, die Punkte benachbarter Teilstiicke jeweils in entgegengesetzter
Phase.

Abbildung 25: die ersten drei Saitenlagen

Die Abb. 25 zeigt die aufeinanderfolgenden Lagen der Saite fiir n = 1,2, 3. Die Punkte, die ein
Teilstiick von dem néchsten Trennen, befinden sich in Ruhe, es sind die sogenannten Knoten. Die
Mitten der Teilstiicke (die Biauche) schwingen mit der grofiten Amplitude. Diese Erscheinung
wird stehende Welle genannt, weshalb die Fouriersche Methode der Losung auch Methode der
stehenden Welle genannt wird.

Der Grundton wird durch y; mit der Frequenz w; = % = % / % und die Periode 11 = 2[4/ %

bestimmt. Die iibrigen To6ne, die gleichzeitig mit dem Grundton von der Saite hervorgebracht
werden, charakterisieren eine bestimmte ”Féarbung” (Timbre) des Tones. Driickt man einen Fin-
ger auf die Mitte der Saite, so ersterben sowohl der Grundton als auch die ungeraden Obertone,
fiir welche dort wie beim Grundton ein auch war. Die geraden Obertone, fiir welche in der Mitte
des Intevalls [0,!] ein Knoten war, ertonen weiter.

7.6 Diskrete Fourieranalyse *

In der Ingenieurpraxis sind die zeitabhingigen periodischen Vorgéinge oftmals nicht als Funk-
tionen in Form von analytischen Ausdriicken, sondern in der Regel nur in Form von Tabellen
oder diskreten Mefireihen bekannt. Deshalb sind die weiter oben hergeleiteten Integralformeln
zur Berechnung der Fourierkoeffizienten nicht direkt anwendbar. Als Beispiel soll das periodi-
sche Verhalten der Tangentialkrifte (an der Kurbelwelle) fiir eine Dampfmaschine weiter unten
diskutiert werden.
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Aber wir gehen bei der diskreten Fourier-Analyse erst einmal von der Vorgabe von diskret ge-
gebenen, dquidistanten Ordinaten, d.h., Werten einer periodischen Funktion in dquidistanten
Argumentwerten x, aus. Ziel ist nun die moglichst einfache Berechnung von Fourierkoeffizienten
auf der Basis der vorgegebenen diskreten Werte einer Funktion y.

Sei beispielsweise das Intervall [0, 27] in &k gleiche Teile geteilt, und es seien die Ordinaten

Yo, Y1,Y2, ---; Yk—1, Yk = Yo

in den Teilpunkten

2r 27w 27
—, 2—, ., (k—1)—, 2
07 k bl k 7 7 ( ) k 7 ™
bekannt. Nach der Trapezformel ergibt sich fiir den Fourierkoeffizienten?® ¢ = % naherungs-
weise
= 2 e s
0= 9r & 2:‘/0 Y1 ry2 - T Yk—1 ka

Auf Grund der Periodizitit ist y; = yo und damit

kag =yo +y1 +y2 + oo+ Yp—1 - (171)

Analog ergibt sich mit Hilfe der Trapezregel fiir die iibrigen Integrale

= 1 2n + cos(m2—7r) + cos(m2—7r) + .+ cos(mM)
m Tk YoTHh A Y2 L e T Yk—1 L
oder
2 2 2(k —1
2 0m = Yo +u1 cos(m%) + yo cos(m%) + o+ Yp—1 cos(m%) , (172)
sowie
k 2 2 2(k —1
§bm =1y sin(m%) + yo sin(m%) + o+ Yr—1 sin(m%) . (173)

Wir setzen zunichst £ = 12 und gehen von den zwolf Ordinaten

Yo, Y1,Y2,----, Y11

aus, die den 12 dquidistanten Argumentwerten
T T
0. - = 2 =22
7 67 37 2’
d.h. den Winkeln
0°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 270°, 300°, 330°

entsprechen.
Durch die Eigenschaften von Sinus- und Kosinusfunktion reduzieren sich alle Faktoren der Or-
dinaten in den Formeln (171) - (173) auf

+1,  +sin30° =+0.5,  +sin60° = +0.866 .

20 Ays Darstellungsgriinden verwenden wir hier als freies Glied der Fourier-Reihe af statt der Form L.
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Man priift ndmlich leicht nach, daf}

12ay;
6aq
6ay
6as
6b1
6bo
6b3

122

Yot yr+y2+y3+ys+ys+ys+yr+ys+ Yo+ Yo+ yi1,

(y2 + y10 — Ya — y3) sin 30° + (y1 + y11 — y5 — yr) sin60° + (yo — vs),

(Y1 +ys +yr +yi1 —y2 — Ya — Y3 — Y10) sin 30° + (yo + Y6 — v2 — Y9),

Yo + Y4+ Ys — Y2 — Y6 — Y10, (174)
(y1 +y5 — y7 — y11) sin 30° + (y2 + ya — ys — y10) sin60° + (y3 — v9),

(y1 +y2 +y7r + ys — ya — ys — Y10 — Y11) sin 60°,

Y1 +Ys + Y9 — Y3 — Y7 — Y11, usw.

ist. Beispielsweise ist

6a1 = yo

=1%o

411 cos 30° + yo cos 60° + y3 cos 90° + y4 cos 120° + y5 cos 150°
~+1yg cos 180° + y7 cos 210° 4 yg cos 240° + yg cos 270° + y10 cos 300°
+Y11 COS 330°
411 8in 60° + 12 sin 30° — y4 s8in 30° — y5 sin 60° — yg — y7 sin 60°
—Ys sin 30° + Y10 sin 30° + Y11 sin 60° y

was dem oben angegebenen Ausdruck entspricht. Um die Berechnungen (hauptséchlich die ”teu-
ren” Multiplikationen) auf ein Minimum zu reduzieren, fithrt man sie nach einem bestimmten
Schema aus, das von dem deutschen Mathematiker Carl Runge (1856-1927) stamumnt.

Zuerst schreibt man die Ordinaten in der nachstehend angegebenen Anordnung, darunter die
Summe und die Differenz je zweier iibereinander stehender Ordinaten:

Ordinaten
Yo Y1 Y2 Ys Y4 Ys Ys
Yin Yo Y9 Ys Yr
Summen Uy U] Uz U3 UL U5 Ug
Differenzen v Vg U3 Vg Uy

Summen

Upg U U2 U3
ug U5 Usg

Summen sy 81 8o 83
Differenzen | di do ds

Danach verfahrt man mit den erhaltenen Summen und Differenzen dhnlich:

Differenzenn
v V2 U3
Vs Ve

Summen o1 o099 O3
Differenzen | §; 6o

Mit Hilfe dieser Groflen s,d, o, konnen wir die gesuchten Koeffizienten folgendermaflen aus-

driicken:

12a;
6a1
6ao
6as
601
6b9
6b3

8o + s1 + s2 + s3,

do + 0.866d; + 0.5ds,

(so — s3) +0.5(s1 — s9)

do — do, (175)
0.507 + 0.86605 + o3,

0.866(51 + d2),

g1 — 03, usw.

Man priift leicht nach, daf die Formeln genau die Werte (174) liefern.

Zur Demonstration der diskreten Fourieranalyse kommen wir jetzt noch einmal auf das oben ge-
nannte Beispiel der Tangentialkréfte einer Dampfmaschine zuriick. Im Zusammenhang mit dem
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Problem der kleinen Schwingungen der Welle ist es interessant, die harmonischen Komponenten
der Tangentialkraft als Funktion des Drehwinkels ¢ der Kurbelwelle zu bestimmen. In Abb. 26
ist das Diagramm dargestellt, dem 12 dquidistante Ordinaten entnommen werden.

T
8000

6000 /\

wo ||\

o ||\
o | AT
|

-4000

wwo | L\
\

0O 60 120 180 240 300 360

-8000

Abbildung 26: Diagramm der Tangentialkréifte

Damit wird nach dem obigen Schema die Fourieranalyse durchgefiihrt.

Ordinaten von T'
Uu —7200 —300 7000 4300 0 —5200 —7400
v 250 4500 7600 3850 —2250
Summen —-7200 —50 11500 11900 3800 —7450 —7400
Differenzen —550 2500 —3300 —3850 —2950
Summen Differenzenn
u | —T7200 —50 11500 11900 v —550 2500 —3300
uw | —7400 —7450 3850 v | —2950 —3850
s | —14600 —7500 15350 11900 o | =3500 —-1350 —3300
d 200 7400 7650 ) 2400 6350
Nach den Formeln (175) ergibt sich nun
12a5 = —14600 — 7500 + 15350 4 11900 = 5150, ay = 429,
6a; = 200+ 7400 - 0.866 + 7650 - 0.5 = 10433, a; = 1739,
6as = (—14600 — 11900) + (—7500 — 15350) - 0.5 = —37925, ap = —6321,
6as = 200 — 7650 = —7450, az3 = —1242,
661 = —3500-0.5 — 1350 - 0.866 — 3300 = —6219, by = —1037,
6by = (2400 + 6350) - 0.866 = 7578, by = 1263,

6bs = —3500 + 3300 = —200, by = -33,



7 FOURIERREIHEN 124

also

T = 429 + 1739 cos ¢ — 1037 sin ¢ — 6321 cos(2¢) + 1263 sin(2¢p)
—1242 cos(3¢) — 33sin(3¢) + ...

Wenn man Kosinus und Sinus des gleichen Winkels zusammenfafit erhélt man

T = 429 + 2020sin(p + 121°) + 6440sin(2¢ + 281°)
+1240sin(3¢p + 268°) + ...

Aus der Reihendarstellung sieht man, dafl das zweite Glied oder die ”zweite Harmonische” den
grofiten Einflufl hat.

Die eben skizzierte diskrete Fourieranalyse ist nach dem Vorbild des diskutierten Schemas von
Runge fiir grofle Ordinatenzahlen in Computerprogrammen realisiert, wobei diese Methodik
besonders schnell und effektiv wird, wenn die Zahl der diskreten Ordinaten pro Periode gleich
einer Zeierpotenz k = 2" oder zumindest gerade ist. In diesen Féllen spricht man auch von der
schnellen Fourieranalyse.

Eine Uberblick iiber die Genauigkeit der beschriebenen diskreten Fourieranalyse kann man sich
durch die diskrete Fourieranalyse einer analytisch gegebenen Funktion verschaffen. Wenn man
z.B. die Funktion

y = f(z) = 2—;(363 3 + 200) @ € [0,27], f(z+2m) = f(z) |

mit dem in Abb. 27 dargestellten Graphen

0-8 T T T T T T

0.6

0.4

Abbildung 27: f(z) = #(J;g' — 3nz? + 2r’z)

betrachtet und an den 12 dquidistanten z-Positionen des Intervalls [0, 27] die Funktionswerte
berechnet,



7 FOURIERREIHEN 125

1ol = [ z T S 73 T I 3T 55 [ Iz | o

™

6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
y|0]04] 0,582 0,589 | 0,465 | 0,255 | 0 | -0,255 | -0,465 | -0,589 | -0,582 | -04 | O

kann man nach dem Rungeschen Schema fiir die vorgegebenen Ordinaten

by = 0,608 by = 0,076 b3 = 0,022 .

Alle a,, sind Null, da auch alle u im Schema Null sind. Mit der Formel fiir die Fourierkoeffizienten
b, erhélt man nach dreimaliger partieller Integration

27
6
b, = 33 J, (23 — 37x? + 27°z) sin(nz) de = 53
Danach sind die exakten Werte von b,
6
b1 = 0,6079 b 12 0,0760 bs 972 0,0225 ,

stimmen also mit den Ergenissen der diskreten Fourieranalyse recht gut iiberein.
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8 Integraltransformationen

Mit diesem Kapitel soll eine mathematische Methodik behandelt werden, die es erlaubt ma-
thematische Aufgaben mit dem Ziel zu transformieren, die Problemlosung zu erleichtern. Z.B.
sollen Transformationen besprochen werden, die z.B. eine partielle Differentialgleichung fiir eine
Funktion in eine gewohnliche Differentialgleichung fiir eine transformierte Funktion iiberfiihren.
Nach der Losung der gewdhnlichen DGL kommt man durch eine Riicktransformation zur Losung
des urspriinglichen Problems (Fouriertransformation).

AuBlerdem wird es moglich sein, Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen durch eine
Transformation in Systeme algebraischer Gleichungen zu iiberfiihren, die in der Regel leichter
I6sbar sind, als die DGL-Systeme. Auch hier erhilt man nach einer Riicktransformation die
Losung des urspriinglichen Problems (Laplace-Transformation).

Definition 8.1. (Integraltransformation)
Unter einer Integraltransformation 7" versteht man eine eindeutige Zuordnung 7' : f — T'(f) der
Form

() = /D K(z,9)f(y)dy, €D, (176)

wobei D ein nicht notwendig beschrinktes Intervall in R ist?!.

Damit der Ausdruck (176) tiberhaupt sinnvoll ist, miissen die Funktion f und die Kernfunktion
K (z,y) geeignete Voraussetzungen erfiillen. Im folgenden sollen sollen zwei spezielle Integral-
transformationen behandelt werden,

(i) die Fouriertransformation

o

FIF ()] = —/ e f(t)dt, sER, (177)

2 )

d.h.,

1.
D = (—o00, ), K(s,t) = 2—67”t .
s

(ii) die Laplacetransformation

CIf()] = /Ooo et f(t)dt, z€C, (178)
d.h.,
D = (0, 00), K(z,t) = e *t.

An dieser Stelle sei daran erinnert, dafl wir in der HM II die uneigentlichen Integrale der Art

/Zf(:v,y)dw

bei festgehaltenem y durch den Grenzwert

A
lim /_Bf(x,y) dz

A,B—0

erklart haben. Dabei waren die Grenziibergéinge A — oo und B — oo unabhingig voneinander
durchzufithren. Wir sagen, das uneigentliche Integral existiert, wenn die Grenzwerte existieren.
Im folgenden wollen wir auch den Fall betrachten, dafl die Grenziibergéinge in Richtung oo und
—oo gleichzeitig betrachet werden.

2Statt [T(f)](x) wird im folgenden auch die Bezeichnung T[f(y)] verwendet!
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Bemerkung 8.2. (Cauchyscher Hauptwert)
Setzt man formal

[ f@y)de = [“3 f(z,y)dz+ [*, f(z,y)da+ [[° f(z,y)de
= —[Xf@yde+ [* fzy)de+ [° flz,y)da
= [ZUf(—z,y) + f(z,y)]dz+ [*, flz,y)dz.

so wollen wir [%_ f(z,y) dz verstehen als

A—oo

0 A
C.H./ flz,y)de = lim /Af(:v,y) dz (179)
A

a

= Ahm [f(—x,y) + f(-T,y)] dr + f(xay) dzr )
— 00 a —a

und bezeichnen den Ausdruck auf der linken Seite als Cauchyschen Hauptwert, falls der Grenz-

wert auf der rechten Seite existiert. Es sei darauf hingewiesen, dafl aus der Konvergenz des

uneigentlichen Integrals f_oooo ... die Existenz des Cauchyschen Hauptwertes folgt, aber nicht

umgekehrt.

Auf den Cauchyschen Hauptwert kommen wir etwas spéter zuriick. Mit den Integraltransforma-
tionen wird ein Ausgangsproblem (im Originalbereich) auf ein dquivalentes Problem im Bildbe-
reich abgebildet und dort gelést. Anschlielend erfolgt die Riicktransformation. Die Vorgehens-
weise wird anhand des folgenden Diagramins sichtbar:

Problem Losung
im Original- im Original-
bereich bereich
Integral- Umkehr-

) trans- trans- 1
formation formation
Problem Lésung
im — im
Bildbereich Bildbereich

Nun soll mit der Fouriertransformation eine Integraltransformation etwas genauer diskutiert
werden.

8.1 Fouriertransformation

Ausgehend von den Uberlegungen zur Fourier-Reihenentwicklung periodischer Funktionen soll
im folgenden das Motiv fiir die Fouriertransformation dargelegt werden. Im vorigen Kapitel
wurde ausgefiihrt, daf sich jede 2m-periodische Funktion in eine Fourier-Reihe

entwickeln 148t, wobei ¢ die komplexen Fourier-Koeffizienten

1 (7 ,
cr = —/ ft)e *dt, ke,
2 J_,
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sind. Wenn f die Periode 27/ hat, dann lauten die Formeln

o0

f@)= 3 getie (180)

k=—o00

bzw.
= i/lw fte *itdt, kez (181)
k= 27l I © ’ '
Wir wollen uns nun von der Periodizitédtsforderung an f 16sen und untersuchen, welche Form
die Formeln (180) bzw. (181) und die Ausdriicke darin dann haben. Dazu setzen wir (181) in

(180) ein und erhalten
(27rl t) fik%t dt) ezkfsc

Ft)e —ik{(z—t) dt .

flz) =

l27r

o0
e
Setzen wir l =: As und beachten, dafl wir einen Ausdruck der Form

o

Zg kAs)

k=0
als Riemannsche Summe einer Funktion g bei dquidistanter Zerlegung %, %, ... auffassen kénnen,

die fiir geeignete g in das uneigentliche Integral

/OOO g(s) ds

ibergeht, so erhélt man beim Grenziibergang | — oo bzw. As — 0

o0 I

1@ = % (g [, et as

—>/ (%/ 1) ”wﬂdt)ds

Es ergeben sich formal die Beziehungen

(o) = /_ : (% /_ O; F(t)eis@= dt) ds (182)

= /00 f(s) e ds (183)

oder kurz

wenn wir f durch
1 [ -
=5 / ft)e *stat (184)
—o0

erklidren.



8 INTEGRALTRANSFORMATIONEN 129

Bemerkung 8.3.
Den Ausdriicken (183) und (184) entsprechen die Ausdriicke (180) und (181) im periodischen
Fall.

Definition 8.4. (Spektren von Funktionen)
Die Formeln (181) bzw. (184) liefern das Spektrum der Funktion f.

Bemerkung 8.5.

Im Fall periodischer Funktionen haben wir es stets mit einem diskreten Spektrum oder Linien-

spektrum zu tun, da nur ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz w = % auftreten kénnen.

Kontinuierliche Spektren treten im Fall von nichtperiodischen Vorgéingen auf.

Bemerkung 8.6.

(a) Fiir Funktionen f, fir die die Formeln (180), (181) bzw. (183) und (184) gelten, gilt:

Ist das Spektrum von f bekannt, so ist damit f eindeutig festgelegt und umgekehrt.

(b) Die Darstellungsformel (182) erméglicht eine Zerlegung der Funktion f im Intervall (—oo, 00)
in harmonische Schwingungen. Setzen wir

als) = % /_  F(t) cos(st) dt
(185)
b(s) = % /_ F(t) sin(st) dt |

so konnen wir f unter Benutzung der Beziehungen

/ " cos(st) - cos(zs)ds = 2 /0 "~ cos(st) - cos(ws) ds |

o0
/ sin(st) - cos(zs)ds = 0 wusw.

—0oQ

mit Hilfe von (182) durch

flz) = /Ooo[a(s) cos(zs) + b(s) sin(zs)] ds (186)

darstellen. Dabei durchlaufen die Frequenzen s der harmonischen Schwingungen sémtliche Werte
von 0 bis co. Die Formel (186) entspricht bei 27-periodischen Funktionen der Formel

o

flz) = Z(ak cos(kz) + by sin(kz))

k=0
mit den diskreten Frequenzen k.

Die bisherigen Uberlegungen haben wir unter dem Gesichtspunkt der Verallgemeinerung von
Ergebnissen der Fourieranalyse periodischer Funktionen auf eine analoge Darstellung fiir nicht
notwendigerweise periodische Funktionen - man kénnte auch sagen Funktionen mit der Periode
oo gefiihrt. Im folgenden soll diskutiert werden, unter welchen Bedingungen der Ausdruck

/Zf(t)e”t dt

existiert und damit die Fouriertransformation sinnvoll ist. An dieser Stelle sei an die Definition
der stiickweise glatten Funktionen aus dem vorigen Kapitel erinnert und an den Begriff der
stiickweisen Stetigkeit. Auflerdem sollen die folgenden Definitionen Begriffe aus der HM I und
HM II fiir komplexwertige Funktionen verallgemeinern.
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Definition 8.7.
Die Funktion f : R — C ist in R absolut integrierbar, wenn das uneigentliche Integral

| il

existiert.

Satz 8.8.
Sei f in R stiickweise stetig, und g in R absolut integrierbar und gelte

[f (@) <lg(z)] fir zeR, (187)

dann ist auch f in R absolut integrierbar.

Lemma 8.9.
Sei f in R stickweise stetig und absolut integrierbar, dann existiert das Integral

/ T iyt (188)

fir alle s € R.

Beweis.
Aus der absoluten Integrierbarkeit von f in R und der Abschitzung

If(t)e™ % <|f(t)| firalle s€R (189)
folgt aus dem obigen Satz die Behauptung. O

Bemerkung 8.10.
Wegen der Abschitzung (189) ist (188) gleichmifBig konvergent und deshalb ist das Integral
(188) eine stetige Funktion fiir s € R.

Die Sétze und Bermerkungen rechtfertigen nun die

Definition 8.11. (Fouriertransformation)
Sei f in R stiickweise stetig und absolut integrierbar. Ordnet man f auf Grund der Beziehung

fo) = 5 / T fte it e (190)

dAie Funktion f zu, SO nennt man f Fouriertransformierte oder Spektralfunktion von f. Neben
f(s) verwendet man auch die Schreibweise F[f(t)].

Beispiel:
Es soll die Fouriertransformierte der Funktion f(t) = el!l berechnet werden. Aufgrund der Defi-
nition erhélt man

fls) = &= [% eltle=ist gt = = (fi)oo ele tstdt + [ e tetst dt)

. . 1 e(lf’is)t t=0 e*(l+i3)t t=B
- llmA,B—>ooﬁ( 1—is lt=—A + —(1+1s) 1t=0

_ 1 (1 1) _ 11
- 27 <lfis+1+is)_7r1+52’ seR

Dabei wurde
le™B.et5B <R 50 fir R— oo

benutzt.
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8.1.1 TUmkehrung der Fouriertransformation

Mit der Definition der Fouriertransformierten einer Funktion ist jetzt die Frage zu kldren, unter
welchen Voraussetzungen die Darstellungsformel (183) fiir die Funktion f unter Nutzung von f
gilt. Diese Frage ist gleichbedeutend mit der Méglichkeit der Riickkehr aus dem Bildbereich in
den Originalbereich.

Unter Nutzung des Cauchyschen Hauptwertes kann man zur Antwort der Frage den folgenden
Satz formulieren.

Satz 8.12.
Sei f eine in R stickweise glatte Funktion. Ferner sei f in R absolut integrierbar. Fir beliebige
z € R gilt dann

f+0)+fle- :1m1/ F(s)ei®*ds | cuy/ F(s) el ds). (191)
2 A—o0
Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt r € R
= lim / f(s)et**ds (= C.H. / f(s)el®*ds). (192)
A—o0

Der Beweis des Satzes 8.12 ist recht aufwendig und z.B. im Buch von Smirnow, Bd. II, Kap. IV
[8] fiir Interessierte nachzulesen.

Bemerkung 8.13.

Es sei deutlich darauf hingewiesen, daf} Satz 8.12 nur dann immer gilt, wenn auf der rechten
Seite von (191) bzw. (192) der Cauchysche Hauptwert verwendet wird. Es sei nur an Beispiele
erinnert, wo uneigentliches Integral und Cauchyscher Hauptwert nicht iibereinstimmen.

Als Beispiel kann die Formel fiir die Funktion

1 fir |z| <1
fla) = { 0 fir |z|]>1
und deren Fouriertransformierte untersucht werden.

Satz 8.14. (Eindeutigkeitssatz)
Fiir die Funktionen fi1 und fo seien die Voraussetzungen des Satzes 8.12 erfillt und es gelte

fl(s) = fg(s) fir alle s € R,

dann gilt in jedem Punkt x, in dem f1 und fo stetig sind
fi(z) = fa(x)

8.1.2 [Eigenschaften der Fouriertransformation

Um mit den Fouriertransformierten arbeiten zu kénnen, sind die Eigenschaften der Fouriertrans-
formierten von Nutzen. Im folgenden solle diese zusammengefait werden. Dies geschieht ohne
Beweise.

Satz 8.15. (Linearitit)
Sind f, f1 und fs in R stickweise stetige und dort absolut integrierbare Funktionen, so folgt aus
der Definition der Fouriertransformation

Flfi+ fol = FLAl+ Ff] (193)
Flaf] = aF[f], a€C. (194)
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Satz 8.16. (Verschiebungssatz)
Sei f in R stiickweise stetig und dort absolut integrierbar. Dann gilt fir beliebige h € R

FIf(t£h)] =" Ff(t)], seR. (195)

Bei der Losung von Problemen mit Hilfe der Fouriertransformation treten im Bildbereich in
vielen Féllen Produkte der Form F|[f;]- F[f2] auf. Unser Ziel ist es nun Produkte dieser Art als
eine Fouriertransformierte einer geeigneten Funktion f, die sich aus f; und f2 bestimmen 148t
darzustellen. Dazu definieren ein weiteres (das periodische hatte wir schon) Faltungsprodukt.

Definition 8.17. (Faltung)
Unter dem Faltungsprodukt der Funktionen f; und fo versteht man den Ausdruck

(i O = [ At -wpdu. (196)

Bemerkung 8.18.

Wenn f; und f5 in R stetige Funktionen sind, und fy in R absolut integrierbar ist, sowie f; in
R durch eine Konstante M beschriankt ist, dann existiert das Integral auf der rechten Seite von
(196) und die Faltungsdefinition ist sinnvoll. Ebenso wie beim periodischen Faltungsprodukt gilt
die Kommutativitat.

Satz 8.19. (Faltungssatz)
Seien f1, fo in R stetige und absolut integrierbare Funktionen. Ferner sei fi in R beschrdnkt.
Dann gilt

Flfr* fo] = Flf1] - Flfo] - (197)

Satz 8.20. (Differentiation I)
Sei f eine in R stetige stiickweise glatte Funktion. Ferner seien f und f' in R absolut integrierbar.
Dann gilt

FIf'®)] = (@s)FIf@)], seR, (198)

d.h., der Differentiation im Originalbereich entspricht die Multiplikation mit dem Faktor (i s)
1m Bildbereich.

Fiir viele Anwendungen ist es erforderlich, die Stetigkeitsanforderungen abzuschwéchen. Es gilt
der

Satz 8.21. (Differentiation II)
Sei f eine in R stickweise glatte Funktion und seien f und f' in R absolut integrierbar. Ferner
besitze f die n Unstetigkeitsstellen a1, as, ...,an. Dann gilt fir s € R

FI'®)] = (is)F[f )] - % > [f(ax +0) = flax = 0)]e™*% . (199)
k=1

Antwort auf die Frage nach der Fouriertransformation héherer Ableitungen gibt der

Satz 8.22. (Differentiation III)
Sei f (r—1)-mal stetig differenzierbar und =1 stiickweise glatt in R. Ferner seien f, f', ..., f(")
absolut integrierbar in R. Dann gilt

FIOW = (i) FIF @), seR. (200)
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Beispiel:
Es sei eine Differentialgleichung

y"' =4y +y —y = f(z)
gegeben. Die Fouriertransformation ergbibt
Fly" — 4" +y' —y] = F[f],
und nach (200) ergibt sich im Bildraum

Fly" — 4" +y —yl = (is)3Fly] — 4(is)>Fly] + (i 5) Fly] — Fy]
= (—is®+4s®> +is—1)Fly] = F[f],

und damit ergibt sich fiir die Lésung im Bildraum

1

Flul = (—is3+4s2+is—1)

FIr1-

Die Anwendung der Formel (183) bedeutet die Riicktransformation und ergibt die Losung der
Differentialgleichung als Losung des Originalproblems.

8.1.3 Anwendung der Fouriertransformation auf partielle Differentialgleichungen

Die anfangs angesprochene Bedeutung der Fouriertransformation fiir die Losung von partiellen
Differentialgleichugnen soll am Beispiel der Losung der Wirmeleitungsgleichung fiir einen un-
endlich ausgedehnten Stab dargestellt werden.

Gesucht ist eine Funktion U(z,t), die der Wérmeleitungsgleichung

oU(z,t)  8°U(z,t)

5 = g2 0 << 00,1 > 0, (201)
und der Anfangsbedingung
tll(l)lio U(z,t) = f(z), —oo<z< o0, (202)

geniigt. Zur Bestimmung einer formalen Losung des Anfangswertproblems (201),(202) bilden
wir die Fouriertransformation von U(z,t) beziiglich = (d.h., wir halten ¢ fest)
o

N 1 .
0(s,0) = 5- / Uz, t)e 5% dz (203)
—0oQ

Die Differentiation nach ¢ und die anschlielende Vertauschung der Reihenfolge von Differentia-
tion und Integration auf der rechten Seite ergibt

e 15T dp ,

oU(s,t) 1 /00 oU (z, t)
ot 2« ot

—0oQ0

woraus wegen (201)

e—Z ST d.']:

U (s, 1) 1 /oo 0%?U(z,1)

0z2
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folgt. Unter Beachtung von (200) erhalten wir hieraus die Gleichung

oU (s, 1)
ot

= (i5)%U(s,t), t>0. (204)

Die ist bei festem s € R eine gewdhnliche DGL fiir U(s, ) beziiglich ¢. der Anfangsbedingung
(202) entspricht im Bildbereich, wenn der Grenziibergang t — 0 + 0 mit der Integration ver-
tauscht wird, die Bedingung

N 1 o0 .
lim U(s,t) = — e *** lim U(x,t)dz (205)
t—0+0 21 | t—0+0
1 [ . .
= — e "Tf(x)dx = f(s).
o [ = feo)

Insgesamt erhalten wir fiir U(s, t) bei festem s € R das folgende Anfangswertproblem im Bild-
bereich

8Uéi’t) = —U(s,t), t>0, seR
(206)
U(s,t) = f(s), seR. (207)

f ist vorgegeben. Damit konnen wir die Losung des Problems (206) im Bildbereich sofort angeben
und erhalten

A~

U(s,t) = fA(s)-e_szt, t>0,seR.

Setzt man nun noch

| -
u) = e 4,
gt( ) 2\/7%
und beriicksichtigt (siehe dazu Bemerkung 8.24)
1 .- .
Flouw)] = 5-e "' =au(s) ,

(bitte als Ubung nachrechnen!) so kann man U in der Form

o —

U(s,t) = 2mf(s) - gels) = 2n(f * g.) (1) (208)

als Losung im Bildbereich darstellen. Mit dem Eindeutigkeitssatz 8.14 fiir die Fouriertransfor-
mation erhalten wir damit

Ua,t) = 20(f *0) () = 2n(gr * )a) =215 [ gl — ) ()

bzw. nach dem Einsetzen von gy

o0

i)

_ (a:—u)2

U(z,t) = e f(u)du, t>0,z€eR. (209)
Bemerkung 8.23.

An dieser Stelle mufl nochmal nachdriicklich darauf hingewiesen werden, dafl die hergeleitete
Losung (209) eine formale Losung des Wirmeleitproblems darstellt. Ein Nachweis, daf§ (209)
tatsdchlich das anfangs gestellte Originalproblem 16st, erfordert Voraussetzungen an f, um die
bei der formalen Herleitung benutzten Vertauschungsoperationen zu rechtfertigen.
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Bemerkung 8.24.
Fiir die Funktion

1 u
gt(u) = 2\/E€_E ’ tfeSta
ergibt sich die Fouriertransformierte
u? .
Flg(w)] = 5 [ #67@6_1‘% du
2
- 3 Q\ﬁf i isw)
Y
+isvE)2+i2st
= -G du
27r2f f
- JRERTV
Y8
- 3 Qf _52tf e GtV gy
Y

fs 2¢ —w?
— 27r12\/ﬁ 2 ofo_oo Z\éfe dw
_ —s2¢ -

= Zr/Re s f;ooe w duzl

srr VTS = grem = ()

wobei das Gausssche Fehlerintegral [*° e v dw = /7 benutzt wurde.

8.2 Laplacetransformation

Die Fouriertransformierte einer Funktion erfordert mit der absoluten Integrierbarkeit Voraus-
setzungen (absolute Integrierbarkeit), die viele Funktionen nicht erfiillen. Als Beispiele solcher
Funktionen seien die Heavisade-Funktion

0 fir t<O0
h(t)_{1 fiir £>0.

und die Funktionen e™, sinwt, coswt genannt, die in R nicht absolut integrierbar sind. Man
kann auch schnell nachrechnen, dafl die Funktionen keine Fouriertransformierte besitzen. Die
genannten Funktionen sind aber bei vielen Vorgingen wichtig, hiufig verbunden mit der zusétz-

lichen Eigenschaft
fit)=0 fir ¢t<O0,

die nichts anderes bedeutet, als das ein Vorgang erst ab einem bestimmten Zeitpunkt beginnt
oder eingeschaltet wird. Dieser Zeitpunkt wird willkiirlich auf ¢ = 0 gesetzt.

Um nun auch solche Vorgéinge transformieren zu kénnen, fithrt man den konvergenzerzeugenden
Faktor

e™™ (a>0) (210)
ein und betrachten statt f die Funktion f* mit
0 = { 0 fiir ¢ <0 o11)
et f(t) fir t>0.
Bildet man nun formal die Fouriertransformierte von f*, so erhilt man
FIr W] = o [o0 fr(e " dt
= % fooo e~ f(t)e 5t dt
= fo e (@t £(4) dt .
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Hieraus ergibt sich mit z = a+1%s

AP =5 [ et i@ (212)

2 o

8.2.1 Definition der Laplacetransformation

Die obigen einfiithrende Uberlegungen fithren auf die folgende

Definition 8.25. (Laplacetransformation??)

Sei f :[0,00) — R. Ordnet man f aufgrund der Beziehung

o

F(z) = / e *tf(t)ydt, zeC (213)
0

die Funktion F' zu, so nennt man F' die Laplacetransformierte von f. Neben F(z) verwendet man

auch die Schreibweise £[f(¢)]. Die Laplacetransformierte F'(z) nennt man auch Unterfunktion

von f, und f heifit Originalfunktion (oder Oberfunktion).

Wie bei der Fouriertransformation ist nun die Frage zu kléren, fiir welche Funktionen die Defini-
tion 8.25 sinnvoll ist, bzw. das uneigentliche Integral (213) existiert. Mit der folgenden Definition
wird nun eine Eigenschaft von Funktionen formuliert, die eine Existenz der uneigentlichen Inte-
grals (213) sichert.

Definition 8.26.
Die Funktion f : [0,00) — R ist von exponentieller Ordnung +, falls es Konstanten M > 0 und
v € R gibt, so daB fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < oo gilt

FBl < Met . (214)

Bemerkung 8.27.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf} alle Polynome und Sinus- bzw. Kosinusfunktionen von
exponetieller Ordnung sind. Z.B. gilt unter Nutzung der Taylorreihe fiir die Exponetialfunktion
firallet >0

[t3] =3 < 6e’ =6+ 6t +3t> + 13 + ...

Satz 8.28.
Sei f in [0,00) stickweise stetig und von exponentieller Ordnung . Dann ezistiert die Laplace-
transformierte F(z) fir alle z € C mit Rez >~y (also in einer Konvergenzhalbebene).

Beweis.
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Voraussetzung |f(t)] < M e (f von exponentieller Ord-
nung) und der daraus folgenden Ungleichungskette

le™=! f(t)]

|6—Rezt| . |e—ilmzt| . |f(t)|
e Rezt 1. Me¥t = Me (Rez—7)t ,

IAIN

weil Rez — v > 0 ist. O

Beispiel 1:
Fiir die Heaviside-Funktion

0 fir 0<t<a
ha(t)'_{l fir t>a

22 Auf eine mogliche Verallgemeinerung auf Funktionen f : [0, 0c0) — C soll hier nicht weiter eingegangen werden.
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berechnet man fir Rez =z >0

Llha(t)] = [Te Pho(t)dt = [FTe?-1dt
. —_
— 111’1’1A_>00f efz dt = llmA_)oo (7,2) —a
. Car Az e fir a#a
= hmA—WO%(e _eA:{%Z fiir aiO.
Beispiel 2:
Fiir die Exponentialfunktion e* berechnet man fiir Rez > a
00 0 (a—2)t t=A 1
Lle™ = / e *le dt = / @2t gt = lim & = :
0 0 A—o0 @ — 2 _ zZ—a

8.2.2 Inverse Laplacetransformation

Bisher wurde die Laplace-Transformierte einer Funktion f definiert und es wurden Vorausset-
zungen an die Funktion f formuliert, die die Existenz des uneigentlichen Integrals (213) zur
Folge haben.

Jetzt gilt es zu untersuchen, wann man ausgehend von einer Laplace-Transformierten einer Funk-
tion ebendiese Funktion durch eine Riicktransformation erhalten kann. Wir erinnern uns daran,
daf} die Laplace-Transformation Spezialfall einer Fouriertransformation ist.

Sei nun f von exponentieller Ordnung v mit der Konstanten M, also

[f(#)] < Me™™,
verschwinde fiir £ < 0 und sei in R stiickweise glatt. Die Funktion

Fr(t) = e f(2) (215)

ist in R ebenfalls stiickweise glatt, verschwindet fiir ¢ < 0 und ist fiir z > y absolut integrierbar,
denn es gilt

JZ 1 Oldt = [P e ®f(t)|dt < M [Fe e dt

M [Pe~@Mtat,  zy.

IA

Damit sind die Voraussetzungen fiir die Existenz der Fouriertransformierten erfiillt und es exi-
stiert

) = £ [ e iotdt = o= [ f(t)e @it gy
= %F(m+is), z>y.

Nach Satz 8.12 gilt fiir x > v
f(t+0)+f(t_ :llm/ f zstd ——hm/ FiL'+ZS) Zstds

2 A—o0 21 A
bzw. wegen f*(t) = e %t f(t)
f(t+0)+f(t—0)
2

e2—hmA_)oof F(z +is)estds
= LhmA_H,of F(z +is)el@tis)t s,
Mit der Substitution z := z + i s ergibt sich schliellich
FE+0)+ f(t-0) = — lim / F(z)e*tdz,
x

2 271 Asoco —iA

Rez > .

Mit der eben durchgefiithrten Betrachtung ergibt sich der
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Satz 8.29. (Umkehrsatz fir Laplacetransformationen)
Die Funktion f sei von exponentieller Ordnung v, verschwinde fiir t < 0 und sei in R stickweise
glatt. Dann gilt fir alle x >y

1 r+iA
— lim / F(z)e*tdt = (216)
2t Asoo Jy_ia
. A | f(t+0)42-f(t*0) fir t>0,
— lim Fz+is)el@iotgs = { [0+0) fir t=0
2T A—oo _A 2 . ’
0 fir t<0.
Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt t von f
1 T+iA .
t) = — i F “td . 217
0 = g fm [ FEetds w>q (217)

A

1 .
= — lim F(z +1is)e@tislt ds |
T A—o00 J_ 4

Bemerkung 8.30.
In den Gleichungen (216) bzw. (217) treten Integrale mit komplexen Integrationsvariablen der

Form
/ k(z)dz
C

auf, wobei C' i. allg. eine Kurve bzw. ein Weg in der komplexen Zahlenebene ist. Hier ist C' z.B.
die gerade Verbindung der komplexen Zahlen x — %A und x +:A4 in der Gaussschen Zahlenebene.
Die Auswertung solcher Integrale kann und soll hier nicht nidher erldutert werden. Definiert ist
das Integral wie folgt.

Sei k : D — C eine komplexwertige Funktion mit komplexen Definitionsbereich D C C. Fiir
z =x + 1y € D ist k(z) darstellbar in der Form

k(z) = u(z,y) + iv(z,y) .

Die Kurve C sei parametrisiert, d.h. C(t) = z(t) + iy(¢), t € [a, b]. Mit starkem Bezug auf das
vektorielle Kurvenintegral definieren wir

/Ck(z) dz = /bk(C(t))C’(t) it ,
a
wobei C(t) = & dt + iy dt ist. Mit den eingefiihrten Bezeichnungen ergibt sich auch
[ok(2)dz = [Plu(z,y) +iv(z,y)) - (& dt + i) di)
= [Plu(z,y)d — v(z,v)y + iv(z, )i + u(z,y)g) dt
= [y (@, y)d —v(w,y)g) dt +i [} (v(z,9)E +ulz, y)j) dt

— g (M) axrife (1) -ax,

und damit eine Form, die wir als vektorielle Kurvenintegrale gut kennen.

Wir werden im folgenden auf die Auswertung der eben besprochenen Integrale weitestgehend
verzichten, zumal uns dazu grundlegende, sehr hilfreiche Kenntnisse aus der Funktionentheorie
nicht zur Verfiigung stehen. Helfen wird uns dabei der folgende Satz.

Satz 8.31. (Eindeutigkeitssatz)
Fiir die Funktionen fi1 und fo seien die Voraussetzungen von Satz 8.29 erfillt. Ferner gelte
Fy(z) = Fy(z) fiir Rez > vy. Dann gilt in jedem Stetigkeitspunkt t von f

f(t) = f2(2) -
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8.2.3 Rechenregeln der Laplacetransformation

Im folgenden sollen die wesentlichen ” Rechenregeln” fiir die Laplace-Transformation zusammen-
gestellt werden, die denen der Fouriertransformation dhneln, und dazu fithren, dafl eine etwas
weiter unten aufgestellte Tabelle von ”Laplace-Korrespondenzen” genutzt werden kann, um in-
verse Laplace-Transformationen ablesen zu kénnen.

Satz 8.32. (Linearitit)
Sei f und g stickweise stetige Funktionen von exponentieller Ordnung, dann gilt fir beliebige
reelle Koeffizienten a, b

Llaf(t) + bg(t)] = aL[f(t)] + bLIg(t)] -
Die Linearitéit folgt direkt aus der Linearitit des uneigentlichen Integrals.

Satz 8.33. (Transformation der Ableitung und des Integrals)
a) Die Funktion f seiin Rxq stetig, stickweise glatt und von exponentieller Ordnung -y, dann
gilt fir Rez > vy

LIF'®] = =LIf®)] - f(0). (218)

b) Die Funktion f sei in Rsq (k—1)-mal stetig diff 'bar und f*=1) stickweise glatt. Desweiteren
seien f, f', ..., f*= von ezponentieller Ordnung . Dann gilt fiir Rez > v

LIF®@W] = 2FLif@)] -2 f0) — ... — fED(0) . (219)

¢) Die Funktion f sei in R>q stetig und von exponentieller Ordnung v, dann gilt fir Rez > vy

c {/Otf(T) dT} = Lerron. (220)

z

Beweis.
Aus der Definition der Laplace-Transformation und der partiellen Integration folgt

LI W] = / ety dt = Tim e=*tf(r)| A - / e () dt
0 A—o0 — 0
o
= —f(0) +2/ e *f(t) dt = —(0) + 2L[f ()] (221)
0

also (218). (219) zeigt man durch k-malige partielle Integration.
Wenn man (218) auf die Funktion h(t) = f(f f(1)dr anwendet, erhilt man sofort (220). O
Beispiel:

Wir haben weiter oben die Laplace-Transformierte der Heaviside-Funktion (ho(¢) =1 fiir ¢ > 0
und hg(t) = 0 fiir ¢t < 0) ausgerechnet, es war

Llho(t)] = L[1] = — .

Mit der Formel (220) ist nun leicht moglich die Laplace-Transformierten der Funktionen
A=t flt) =1, f(t) =1, .., falt)=t", neNt>0,
zu berechnen. Man findet fiir Rez > 0

E[t]:ﬁ[/ﬂtldu] :%-qu:%.

z
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Ebenso zeigt man L[t?] = z% Mit der vollstindigen Induktion zeigt man leicht

n!
zn+1 )

Lt =

Lemma 8.34.
Seien die Voraussetzungen des Satzes 8.33 a) erfillt. Nur an der Stelle t = a > 0 liege eine
Sprungstelle von f. Dann gilt

LIf' )] =2 LIfF®)] = f(0) = [f(a+0) - fla—0)]e*. (222)

Beweis.
Das erste Integral in (221) wird in der Form

a—0 00
0 a+0

aufgespaltet. Der Rest des Beweises verlduft analog zum Beweis des Satzes 8.33 a). U

Satz 8.35. (Ddimpfung, Verschiebung - Streckung)
Sei f :[0,00) = R eine Funktion von exponentieller Ordnung ~y.
a) Ein Dimpfungsfaktor e % im Originalbereich bewirkt eine Verschiebung im Bildbereich, d.h.,

Lle™®f(t)] = F(z+a) fir Rez>vy—a.
b) Fir a >0 gilt
1.z .
L[f(at)] = EF(E) , fir Rez>a-7vy.
Die Beweise der Beziehungen ergeben sich sofort nach dem Aufschreiben der Definition der
Laplace-Transformierten der Funktionen e~ f(t) bzw. f(at).

Definition 8.36. (Faltungsprodukt)
Seien f und ¢ in R stiickweise stetige Funktionen mit f(t) = ¢g(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Unter dem
Faltungsprodukt im Kontext der Laplace-Transformation der Funktionen f und g wollen wir

t
(f *g)(t) == /0 f(t—7)g(r)dr, tER

verstehen.

Satz 8.37. (Faltungsregel)

Die Funktion f sei in R stetig, die Funktion g stiickweise stetig. Beide seien von exponentieller
Ordnung v, und es gelte f(t) = g(t) = 0 fir t < 0. Dann existiert die Laplace- Transformierte
der Faltung f * g fiir Rez > v und es gilt

LI(f=g) )] = LIF@O]- Llg(®)] ,

also ist die Laplace-Transformierte des Faltungsproduktes zweier Funktionen gleich dem Produkt
der Laplace- Tarnsformierten der Funktionen.

Beweis. (Beweisskizze)
Mit der Substitution ¢ = u + 7 erhilt man

clroiein) = [ e e = [~ ([T e @ gmar) s

0

_ /OOO (/uoo e=Stg(t — u) dt) f(uw)du,
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da {(u,t): 0 <u<oo,u<t<oo}={(u,t): 0<u<t0<t< oo} ist. Die Anderung der
Integrationsreihenfolge ergibt mit

[T () ot —ma) san= [e ([ gt sy an) a

die Behauptung. O

Da bei Anwendungen hiufig periodische Vorgiange auftreten ist der Fall der Laplace-Transformation
fiir periodische Funktionen interessant. Sei also f eine T-periodische Funktion, d.h., es gilt
f@t+T)= f(¢t) fiir T > 0 und beliebige ¢ > 0. Dann gilt der

Satz 8.38.
Sei f : [0,00) = R eine T-periodische stickweise stetige und beschrankte Funktion. Dann gilt
fir Re >0

T
L) = (e [ e ) du (223)

Beweis.
Aufgrund der Beschrianktheit von f gilt fiir « > 0

f)|<M<M-e*, >0,

d.h., f ist von exponentieller Ordnung 1, so da8 L[f(¢)] existiert fiir Rez > 0. Da f eine T-
periodische Funktion ist, gilt

flu+kT) = f(u), k=1,2,3,..

und damit

Mit der Substitution ¢t = u + kT folgt weiter
L] = oSy e f (u+KT) du
= YR e T [Te2uf(u+ kT) du
= TiZoe *Jy e f(u)du.

Mit
Z (e*ZT) ={ T (geometrische Reihe!)
k=0 — ¢
ergibt sich die Behauptung. U

Eine Regel, die bei der Losung von Differentialgleichungen mit variablen Koeflizienten hilfreich
sein kann, soll abschlieend mit dem folgenden Satz angegeben werden.
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Satz 8.39.
Sei g(t) = (=1)"t" f(t) und f Laplace-transformierbar sowie F'(z) = L[f(t)] die Laplace- Transformierte
von f. Dann gilt

LI-D)™ ()] = F™(z) . (224)

Bemerkung 8.40. (Dirac-Deltafunktion) *

In der Physik oder im Ingenieurwesen hat man es oft mit punktuellen Effekten wie einem Ham-
merschlag oder kurzeitigen Stromstéflen zu einem Zeitpunkt ¢y in Form einer Impulsfunktion zu
tun, wobei nur der Gesamtimpuls

t1
Iy = f@)dt, t1 7nahe bei” i,
to

bekannt ist. Eine Impulsfunktion ist z.B. fiir kleines ¢ > 0

0 co<t<O
Se(t) =X £ 0<t<e mit [ b(t)dt=1.
0 e<t<x

Man kann 6, leicht mit der Heaviside-Funktion hg(t) in der Form

3elt) = ~ho(t) — holt — )]

darstellen. In der Praxis méchte man nun gern den Gesamtimpuls auf einen Zeitpunkt £ = g
konzentrieren. Das kénnte man etwa durch

0(t) := lim 6(¢) = { 20 iig

e—0

tun, wobei
/ S(tydt = 1 (225)

gelten sollte. Das ist allerdings nicht mdglich, da ein Funktionswert oo nicht zuldssig ist, und
(225) als Riemann-Integral unmdglich ist.

Abhilfe schafft hier die Theorie der verallgemeinerten Funktionen (Distributionen), deren Grun-
didee darin besteht, Gebilde wie etwa ¢(¢) nur als Faktoren von stetigen Funktionen in bestimm-
ten Integralen zu betrachten. Das ist moglich, weil die Fundamentalformel der Delta-Funktion

/ Tt —to)dt = Tim [ g(t)o.(t — to) dt (226)

o0 e—0 oo

= g¢(tg), falls g stetig in o,

Ohne hier weiter darauf eingehen zu wollen, kann man mit (226) nun die Laplace-Transformierte
von §(t) ausrechnen. Man erhélt

L) = 1, (227)
L6(t—a)] = e ¥ (228)

und mit dem Integral
/ " S dr = u(t), t£0, (229)

die Einheitssprungfunktion.
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8.2.4 Praktische Arbeit mit der Laplace-Transformation und der Riicktransforma-
tion

Es wurde weiter oben schon darauf hingewiesen, dafl die Berechnung der inversen Laplace-
Tarnsformation nach den Formeln (216) bzw. (217) ohne funktionentheoretische Hilfsmittel
oft recht kompliziert ist. Weiterhin haben wir schon angemerkt, dafl mit dem Eindeutigkeits-
satz 8.31 die Riicktransformation fiir die in der Praxis am hiufigsten vorkommenden Laplace-
Transformierten auch aus einer Referenz-Tabelle einfach abgelesen werden koénnen. Die Ta-
belle erstellt man, indem man fiir viele Laplace-transformierbaren Funktionen die Laplace-
Transformierten unter Nutzung der oben diskutierten Regeln ausrechnet und in die Tabelle
eintréigt. Im folgenden wird eine Tabelle der Laplace-Tranformationen der wichtigsten Funktio-
nen zusammengestellt (auf eine Nachrechnung wird hier verzichtet).

1 :
", neN %
t% a>—1 Tgﬂll)
O(t—to) bzw. 4(t) |e " bzw. 1
Int —1(c+1Inz)

%’ n€N (z_la)n

%’ b>0 (Z—la)ﬁ

sin at Z21a2

cos at — —T— -
P sin at (z—b?2+a2
e’ cos at (sz)72b+a2

sinh at 22

cosh at 22
e sinhat —
e’ cosh at (277))—211(12
tsinat (z22f52)2
tcosat (zz;-;;;)?

Jo(at) (Besselfunktion) Z++a

Neben den Eintrigen in der Tabelle sind natiirlich auch die im vergangenen Abschnitt dargestell-
ten Rechenregeln bei der praktischen Arbeit sehr niitzlich. Bei den Tabelleneintrégen sei noch
einmal darauf hingewiesen, dafl durch den Eindeutigkeitssatz 8.31 die Zuordnungen f(t) <> F(z)
eineindeutig sind, so dafl z.B ﬁ nur die Laplacetransformierte der Funktion f(¢) = e% und
keiner anderen Funktion ist.

Mit den folgenden Beispielen soll nun die praktische Arbeit mit der Laplace-Transformation
demonstriert werden.
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Beispiel 1:
Zu 16sen ist das Randwertproblem

y' +9y =cos(2z), y(0)=1, y(5)=-1.
Die Anwendung der Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung ergibt
Lly" +9y] = L[y"] + IL[y] = L]cos(2z)]

bzw. nach Nutzung der Regeln und der Tabelle

2Lly] = 2y(0) =y (0) +9Lly] = 57 -

Mit y(0) = 1 erhilt man

und somit

(2 + 9Ll 2 —y/(0) = 5
z+1y'(0) z 4 2z y'(0) z

Ly = _4 _
W=ty Y@@ ca 5219 2+9 52+ 4)

Aus der Tabelle kann man nun

Llyl = 4Lcos(3z)] + L L[sin(3z)] + L Lcos(2)]

3
= L[5 cos(3z) + ylgo) sin(3z) + £ cos(2z)]

ablesen. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt

y'(0)
3

y(z) = %cos(?ym) + sin(3z) + écos(Qx) .

Zur Bestimmung von %'(0) benutzen wir die zweite Randbedingung %(5) = —1 und erhalten

1 12
~ bzw. y'(0) = T

woraus man die Losung

4 4 1
y(z) = = cos(3z) + = sin(3z) + R cos(2x)

erhilt.

Beispiel 2:
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

u =u+5v, v =—(u+3v),

wobei als Anfangswerte u(0) = 1 und v(0) = 0 vorgegeben sind. Die Laplace-Transformation
der Differentialgleichungen ergibt

—u(0) + 2L[u] = Llu] + 5L[v]
—v(0) + zL[v] = —L[u]—3L[v].

Das Einsetzen der Anfangsbedingungen fiithrt auf das lineare Gleichungssystem

(z—1)L[u] —5L[v] = 1
Llu)+ (z+3)Lv] =
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fiir die Laplace-Transformierten von v und v mit den Losungen

z+3 -1
£ly] 224+2242 [v] 2242242

Eine quadratische Ergéinzung des Nennerpolynoms fiihrt auf die Darstellung

(z+1) 2 B -1
S Rl ey

Llu] =

?

und damit kann man aus der Tabelle
Llu] = Lle P cosz +2e Tsinz] bzw. L[v] = L]—e "sinz]

ablesen. Der Eindeutigkeitssatz ergibt die Losungen des urspriinglichen gekoppelten Differenti-
algleichungssystems

u(z) = e ¥(cosz + 2sinz) und v(z) = —e Tsinz.

Es muss an dieser Stelle nachdriicklich darauf hingewiesen werden, daf die Laplacetransforma-
tion eine elegante Methode zur Losung von Differentialgleichungen ist, wie die Beispiele 1 und 2
zeigen. Dieser Fakt sollte aber nicht dazu fithren, die Grundlagen der Losungstheorie fiir lineare
DGI (HM II fiir Ingenieure) zu vergessen. Denn allein mit der Laplacetransformation erkennt
man nicht, daf} sich die allgemeine Losung einer linearen DGI als Summe der allgemeinen Lisung
der homegenen DGI und einer speziellen Losung der inhomogenen DGI ergibt!

Beispiel 3:
Im Ergebnis mathematischer Modellierungen von physikalischen oder technischen Problemen
erhdlt man moglicherweise Gleichungen der Form

y(t) —i—/otk(t—T)y(T)dT =f(t), t>0.

Gleichungen dieser Art bezeichnet man als Integralgleichungen vom Volterra-Typ. Gesucht ist
y. Sind y, k, f Laplace-transformierbar, so fithrt die Laplace-Transformation der Gleichung zu

Lly@®)] + Lk@)] - Lly(@)] = LIF (O],
und man erhélt die Losung

LIf(#))

Lly(t)] = 1+ L[k(t)]

im Bildraum unter Nutzung des Faltungssatzes. Die Riicktransformation liefert die Losung des
urspriinglichen Problems y(t).
Wir wollen nun £ und f konkretisieren und die Gleichung

t
y(t) —I—/O sin(t — 7)y(r)dr =1

16sen. Die Laplace-Transformation der Integralgleichung fithrt unter Benutzung der Faltungsregel
und der Kenntnis der Laplace-Transformierten der Sinusfunktion auf

L) + ——Lly®)] = = bow. LlyH) = -2 .
142 z 2(2 + 22)
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Eine Partialbruchzerlegung fithrt auf die Darstellung

cwn-3 (2 20)

und aus der Tabelle liest man
Lly()] = L‘[%(l + cos(v21)] .
Der Eindeutigkeitssatz fithrt schlielich auf die Losung
y(t) = %(1 + cos(V2t) .

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, daf} die Laplacetransformation einer Differentialgleichung
vom Besselschen Typ

zy" +y' +2xy =0,

etwa mit den Anfangsbedingungen y(0) = 1 und 3'(0) = 0, durch Anwendung der Siitze 8.33
und 8.39, also

L) = (-0 LI (0)]  und

,C[f(r)(t)] _ Zrﬁ[f(t)] N zr—lf(o) . zr—Zfl(O) - = f(r—l)(o) ,

auf eine gewdhnliche DGI erster Ordnung fiir die Funktion w(z) = L[y] zuriickgefithrt werden
kann, die durch Trennung der Variablen und moéglicherweise Variation der Konstanten gelost
werden kann. Die Riicktransformation y(t) = L7'w(z) ergibt dann die Lésung der obigen Bes-
selschen DGL
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9 Variationsrechnung

Die Urspriinge der Variationsrechnung gehen auf Johann Bernoulli im Jahr 1696 zuriick. Er
stellte die Frage nach der Bahnkurve, auf der ein Masenpunkt M in einer vertikalen Ebene vom
Punkt A zum Punkt B unter dem Einflufl der Schwerkraft in minimaler Zeit gleitet. Diese Auf-
gabe wurde Brachistochrone-Problem genannt (griechisch steht brachys fiir kurz und chronos fiir
die Zeit). Die Beantwortung der Frage von Bernoulli ist mit der klassischen Variationsrechnung
moglich.

9.1 Einige mathematische Grundlagen

In der HM I und HM II haben wir den Begriff des Vektorraumes kennengelernt. Sei V' im folgen-
den ein Vektorraum oder linearer Raum iiber dem Korper der reellen Zahlen R (im allgemeinen
iiber einem Korper K).

Hat man eine Norm zur Verfiigung, d.h., eine Abbildung || ||:V — [0,00), die jedem Element
aus V eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet, so kann man den Begriff des normierten Raumes
einfiihren.

Definition 9.1. (Norm)
Sei V ein Vektorraum, z,y € V, A € R. Die Abbildung || |[|:V — [0,00) mit den Eigenschaften

(1) ||lz|| >0; ||z|]|=0 genaudann, wenn z=0 ist,
(2) [|xzl] = [A[llz]],
(3) llz +yll < llzll + [lyll,

heifit Norm auf dem Vektorraum V

Definition 9.2. (normierter Raum)
Ein Vektorraum V, auf dem eine Norm || . || erklirt ist, heit normierter Raum und wird auch
mit (V,|| . ||) bezeichnet.

Bemerkung 9.35.

Die Verwendung der Bezeichnungsweise (V,|| . ||) mit der Angabe der Norm ist sinnvoll, da es
durchaus moglich ist, auf Vektorrdumen unterschiedliche Normen zu betrachten. Nehmen wir
V=R", z=(z1,%2,...,2,)] €R", dann sind sowohl

||§||:\/av%+x%++:v% als auch

x = max |z;

lallas = max [
Normen auf dem R™. Man kann also Vektorrdume mitunter unterschiedlich normieren, so dafl
die Angabe der zur Normierung verwendeten Norm bei der Bezeichnung des Raumes notwendig
ist. Zumindest muf} man im Zusammenhang mit normierten Rdumen immer klar machen, welche
Norm verwendet wird.

In normierten Rdumen kann man nun Begriffe wie offene Kugel, Beschrinktheit, Konvergenz
und Cauchy-Folge analog zu den Definitionen im R" definieren.

Definition 9.4.
Sei (V.|| . ||) ein normierter Raum, z,z,,z, € V, €,7, K € (0,00).
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Kr(zo) :={z € V| [lz — zof| <71}
heifit offene Kugel um z; mit dem Radius 7.
e Die Folge (z,,) C V heifit beschrinkt, falls es ein K > 0 mit ||z,,|| < K fiir alle n € N gibt.

e Eine Folge (z,,) C V konvergiert gegen z, € V, wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche
Zahl ng = ng(€) gibt, so daB

||z, — zo|] <€ firalle n>mng
gilt.

e Eine Folge (z,,) C V heifit Cauchy-Folge in V, wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl
ng = no(€) gibt, so daf

||z, —z,,|| <e firalle n,m>mng

erfullt ist.

Nun ist es moglich den Begriff des wollstindigen normierten Raumes zu definieren.

Definition 9.5. (vollstindiger normierter Raum)

Sei (V,|| . ||) ein normierter Raum. Konvergiert jede Cauchy-Folge (z,,) C V gegen ein Element
aus V, dann nennt man V einen vollstdndigen normierten Raum.

Ein vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum.

Bemerkung 9.6. Die rationalen Zahlen Q lassen sich mit dem iiblichen Betrag | . | als Norm
zu einem normierten Raum machen. Man kann sich nun leicht Cauchy-Folgen rationaler Zahlen
konstruieren, die keinen rationalen Grenzwert haben (z.B. eine Folge, die gegen v/2 oder gegen
e strebt). Damit ist (Q,] . |) kein vollstdndiger Raum.

Erginzt man die rationalen Zahlen durch die Grenzwerte aller Cauchyfolgen, so vervollstandigt
man den normierten Raum (Q,| . |) und erhilt damit (R,| . |) als vollstindigen normierten
Raum, also als Banachraum.

Beispiele (auf die Nachweise der jeweiligen Eigenschaften kann hier nicht eingegangen werden):
1) Der R” bzw. der C" ist mit der euklidischen Norm

2| = \/a? + 23 + .. + a2,

der Betragsnorm

n

el = |zl

k=1

und der Maximumnorm

o]l = max |z

ein Banachraum.
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2) Der Raum der auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktionen C|[a, b] mit der Norm

= ¢
||| ;gggblw( )

ist ein Banachraum.
3) Der Raum der auf [a,b] k-mal stetig differenzierbaren Funktionen C*[a, b] ist mit der Norm

= ¢ ") + ... k) (¢
||| alggblw()lJr;lslgblw()lJr +J§?§b|‘” (t)]

ein Banachraum.

4) Normiert man den Raum der auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktionen C|[a, b] mit

lall = ( b |m<t)|pdt);

so ist der Raum nicht vollstéindig, also kein Banachraum. Hier wird deutlich, dafl eine geschickte
Wahl einer Norm zur Vollstindigkeit fithrt.

Beim Beispiel 1 handelt es sich mit dem R” bzw. C" um einen endlichdimensionalen normierten
Raum, wihrend in den Beispielen 2 bis 4 unendlichdimensional Riume diskutiert werden.

Definition 9.7.

Zwei Normen || . ||; und || . ||2 heiflen dquivalent, wenn jede beziiglich der Norm || . ||; konver-
egente Folge auch beziiglich der Norm || . ||2 konvergent ist und umgekehrt.
Satz 9.8.

Alle Normen in einem endlich dimensionalen Raum V sind dquivalent.

Beweis.
Sei (v, v, ...,v,) eine Basis von V. Wir setzen

d:=inf{|laavi + ... + app]| | |oa| + ... + |an| =1} .
Dann gibt es Folgen
(), ey (k=1,2,..) mit [P+ . +]a®)| =1
und
||oz§k)v1 o+ oy || 5 d fir kE—oo.
Durch Ubegang zu Teilfolgen erhalten wir konvergente Folgen
(B}, {BPY (k= 1,2,.) mit [0+ 4 B0 =1
und
Hﬁgk)vl + o+ 8Py, || > d fir k— oco.
Wir setzen
Bj = klggoﬁj(.’“) (j=1,2..,n).
Es gilt dann

1(Brv1 + wo- + Bavn) — (BP0 + o + BP0,
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k .
<181 = 8171 lorl| 4+ B = BP] - [[oal| =0 fiir K — o0
Hieraus folgt unter Nutzung der Ungleichung | ||z|| — ||y||| < ||z — ]|

1B vy + oo+ BB uy || = [|Brv1 + oo + Batn]| =d  fiir & — 0.

Annahme: d = 0.
Dies hitte f1v1+...4+6pv, = 0 oder, da (v1, ..., v, ) Basis ist (linear unabhéngig) 51 = ... = 8, =0
zur Folge im Widerspruch zu |B1| + ... + |8,| = 1. Also ist d > 0 und fiir beliebige a4, ..., ay, gilt

1
laa] + ... + |an| < EHO‘WI + oo+ |

Seien nun || . ||; und || . ||2 zwei Normen in V. Wir zeigen: Es gibt ein C' > 0 mit ||z||; < C||z]|2
fiir alle z € V. Anderenfalls gibe es eine Folge (zy) mit ||zg||1 — oo fiir & — oo und ||zg||]2 = 1.

Fiir zp, = 7§k)vl + ...+ 77(110)1)” gilt dann mit obiger Abschitzung

k 1. 1 1
e < S 44 Y Bl = a2 = 5
Ferner ist
k k 1
lzll < A1 lorll 4 e+ T ol < S orll 4 e+ oalle)
d.h., (zy) ist beziiglich der Norm || . ||; beschrinkt im Widerspruch zur obigen Annahme. Damit
ist
llzll1 < Cllz]|2

gezeigt, so dafl jede beziiglich || . ||2 konvergente Folge auch beziiglich || . ||; konvergiert.
Vertauscht man die Rollen von || . ||1 und || . ||2, ergibt sich die Umkehrung des Satzes. O

Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich

Satz 9.9.
Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum V ist vollstindig, also Banachraum.

Beweis.
Sei || . ||1 eine beliebige Norm in V und V' habe die Dimension n. (vy,...,v,) sei eine Basis von
V. Dann ist durch

[|z]|2 == ||@1v1 + ... + apup]| = |oa| + .. + |an], zE€V,oq €R
eine weitere Norm in V erklirt. Sei (zy) mit zp = agk)vl + ...+ a,(lk)vn eine Cauchy-Folge
beziiglich der Norm || . ||;. Dann ist sie nach dem Satz 9.8 auch beziiglich der Norm || . ||2 eine

Cauchy-Folge. Somit gilt

)

|a§-k —agl)|§\|xk—$l\|2—>0 fir k,l —o00,5=1,...,m,

d.h., (ag-k)) ist fiir jedes j = 1,...,n eine Cauchy-Folge in (R,| . |), und aus der Vollstindigkeit
dieses Raumes ergibt sich

(k)

= li > existiert fir j=1,...,n.
aj = lim xistiert fiir j n
Daher konvergiert (zx) gegen a1v + ... + a, v, beziiglich der Norm || . ||2 bzw. || . ||1, womit die
Vollsténdigkeit von (V,|| . ||1) bewiesen ist. O

Man kénnte nun noch eine Reihe weiterer Rdume erkléren, so z.B. Riume, in denen ein Skalar-
produkt erklirt werden kann (Hilbert-Réume), aber es sollten ja nur die wichtigsten Grundlagen
fiir die Variationsrechnung skizziert werden.
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9.2 Abbildungen und Funktionale auf Banachrdumen und Variationsproble-
me

Im folgenden betrachten wir Abbildungen f : D — Y, D C X wobei X,Y Banachrdume sind.
Es soll der Begriff der Ableitung einer Abbildung f erklirt werden. Da man in Banachriumen
im allgemeinen nicht dividieren kann, kann man einen Differenzenquotienten der Art

f(@) — f(zo)
xT—xz9

der bei Funktionen mit reellen oder komplexen Argumenten die Grundlage fiir die Definition
der Ableitung war, nicht bilden.

Deshalb wird hier an den Begriff der Differenzierbarkeit von Abbildungen aus dem R" in den
R™ angekniipft. Eine Abbildung f : D — R™, D C R" war differenzierbar in o € D, wenn sich
f(z) in einer Umgebung von z; in der Form

f(z) = f(z0) + Az — z9) + k(2)

darstellen ld8t, wobei A eine reelle n x m-Matrix ist, und k : D — R™ eine Abbildung mit der
Eigenschaft

k
im <2y
2-20 ||z — 20|

ist. Die Matrix A héngt von z, ab, wie auch die Abbildung k. Durch
Ah=:L(h) (h=z—-z7€R")

ist eine stetige lineare Abbildung L : R* — R™ gegeben. Man kann leicht zeigen, dafl A gleich
der Funktionalmatrix in z( ist, also

A=ta) = (g e)

8.’L‘k

ist. Der Begriff der Differenzierbarkeit kann nun in der eben beschriebenen Weise auf Abbildun-
gen f: D —Y, D C X wobei X,Y Banachrdume sind, verallgemeinert werden.

Definition 9.10.

Sei f: D — Y, D C X eine Abbildung, wobei X und Y Banachrdume sind. Man nennt f in
Ty € D Frechet-differenzierbar, wenn f in einer Umgebung von z, folgendermaflen dargestellt
werden kann:

fz) = £zo) + Lzol(z — zo) + k() - (230)

Dabei ist L[z,] ein linearer stetiger Operator (Abbildung) von X in Y, und k : D — Y besitzt
die Eigenschaft

lim — k(z)=0. (231)

2=z ||z — zo|
In diesem Fall schreibt man den Operator L[z,] in der Form
Llz] =: £'[z] (232)

und nennt ihn die Frechet-Ableitung von f in . f : D — Y heifit Frechet-differenzierbar in D,
wenn f in jedem Punkt z € D Frechet-differenzierbar ist.
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Jedem Punkt x € D ist im Falle der Frechet-Differenzierbarkeit ein stetiger linearer Operator
f'[z]; X — Y zugeordnet. Die zugehérige Funktionsgleichung hat die Form

v="1f[z]h.

f'[z] ist das Funktionssymbol (bei festem z), h die unabhingige Variable und v die abhingige
Variable.

Beispiel:
Wir betrachten das Integral

fw:= [ [ v doay

auf einem kompakten, Jordan-mefibaren Bereich B in R?. Man kann f auffassen als eine Abbil-
dung

f:C(B) = R,

also vom Banachraum aller auf B stetigen Funktionen in den Raum der reellen Zahlen. Als
Norm in C(B) verwenden wir

u|| = max |u(z, .
lull = i fu(z.v)

Fiir eine festgewihlte Funktion uy € C(B) soll die Frechet-Ableitung von f berechnet werden.
Dazu rechnen wir f(u) — f(ug) explizit aus, wobei u = ug + h gesetzt wird, mit beliebigem h # 0

(h € C(B)).
Flug) = / /B (uo + h)2dzdy — / /B Ww2dzdy (233)

= //B[(uo + h)? — ud)dzdy = //B[ug + 2ugh + h? — ud]dzdy

= // [2ugh + h?]dzdy .
B

_ 2
f(ug+h) —f(u0)+2//Buohda:dy+//Bh dzdy . (234)

=:k(uo+h)

fuo + h)

Man erhilt also

Fiir das letzte Integral gilt

1

denn man kann wiefolgt abschéitzen:
k h
Rt = p IS J 12 dedy| < i [ [ 1012 dady
= ||| [ [gdzdy — 0 fir |h|]—0.

Man erkennt weiterhin, dal das erste Integral in (234) linear und stetig von A abhingt. Demzu-
folge hat man mit

Fluglh = 2 / /B whdzdy, h e C(B) (235)



9 VARIATIONSRECHNUNG 153

die Frechet-Ableitung von f berechnet (und damit auch die Frechet-Differenzierbarkeit von f
bewiesen).

Im eben behandelten Beispiel war f auf einem Banachraum definiert und hatte reelle Werte.
Abbildungen dieser Art haben bei Variationsproblemen eine besondere Bedeutung. Deshalb
definieren wir:

Definition 9.11.
Eine Abbildung f : D — Y, D C X, wobei X eine Banachraum ist und ¥ = R, also der
Banachraum der reellen Zahlen ist, heifit Funktional.

Satz 9.12.

Ist f : D — R ein Frechet-differenzierbares Funktional auf einer Teilmenge D eines Banach-
raumes X diber R (vollstindiger linearer Raum dber dem Korper der reellen Zahlen), und ist
ug € D eine (lokale) Extremalstelle von f, so gilt

f'Twolh =0  fiir alle h € X.

Beweis.
Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf ug eine lokale Minimalstelle von f ist (wére es eine Maximalstelle,
so wiirden wir statt f einfach —f betrachten). In einer Umgebung U von ug gilt also

flu) > f(up) furalle weU. (236)

Wir schreiben u in der Form u = wug + th mit ¢ > 0 und ||h|| = 1. Wegen der Frechet-
Differenzierbarkeit kénnen wir f(u) darstellen als

fluo +th) = f(uo) + f'[uo](th) + k(ug + th)

mit
k(uo + th) —+0 fir t—0.
|[£h]]
Umstellung und Division durch ¢ > 0 liefert
th) — k th

Der linke Quotient ist > 0 wegen (236). Das rechte Glied w strebt mit ¢ — 0 gegen Null
(wegen t = ||th]|), also folgt

0< f'luglh firalle heX mit |h||=1. (238)
Setzen wir hier —h statt h ein, so erhalten wir wegen || — k|| = 1 auch
0 < f'luo)(=h) = — f'[uo]h
und somit
f'luglh=0 firalle heX mit |[|h|=1. (239)

Damit gilt (239) fiir alle ~ € X, da man diese durch Multiplikation mit gteeigneten A\ € R aus
den Elementen mit Einheitslinge gewinnt. U

Unter den ug mit f'[ug]h = 0 fiir alle h € X sind also alle Extremalstellen von f enthalten. (239)
ist damit eine notwendige Bedingung zur Ermittlung von Kandidaten fiir Extremalstellen von
f. Kandidaten uy € D C X fiir Extremalstellen von f nennt man auch stationdre Puntke von f.
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Definition 9.13. (Variationsproblem auf einem Banachraum)
Ist f: D — R (D C X) ein Frechet-differenzierbares Funktional, wobei X eine Banachraum
iiber R ist, so sind die Punkte ug € D gesucht, fiir die

fluglh=0, firalle heX
gesucht.

Beispiel:
Auf dem R" (R" ist bekanntlich ein Banachraum) sei das Funktional

f(£)=%(z4z,§)+(b,£)+c, z e R,

definiert, wobei A eine reelle symmetrische n x n-Matrix ist, und (z,y) das Skalarprodukt zweier
Elemente aus dem R" ist. b sei aus R” und ¢ € R. Die Frechet-Ableitung berechnen wir fiir
z,h € R" wie folgt:

flz+h)— flz) = =3(Alz+h),z+h)+(bz+h)+c

= 3[(Az,h) + (Ah,z)] + (b, k) + 5(Ah,b) .

Da A symmetrisch ist, gilt (Ah,z) = (Az, h) und deshalb
1 1
f@+h) = f(z) = (Az, b) + (b, h) + 5(Ah, h) = (Az + b, h) + 5 (AR, h) .

Es gilt offensichtlich

(Ah,B)| _ [|A] - [|A]?
]

0 fir [Jh]| >0 (L#0).

Damit erhilt man
f'lzlh = (Az +b,h),
und die stationiren Punkte z mit f'[z]h = 0 von f sind die Losungen des Gleichunssystems

Az = —b.

9.3 Variationsprobleme auf linearen Mannigfaltigkeiten

Sucht man z.B. nach stetigen Funktionen y : [a,b] — R, die ein Funktional I(y) extremal
machen sollen, und die die Bedingungen y(a) = yo und y(b) = y; erfiillen sollen, so sucht man
nach Funktionen aus der Menge

M ={y € Cla,b] | mit y(a)=yo und y(b) =y1}.

Man stellt nun leicht fest, dafi die Summen zweier Funktionen aus M nicht in M liegt (es sei
denn yo = y; = 0). Fiir diese Art von Variationsproblemen mit Nebenbedingungen erweist sich
die Verwendung des Begriffs der linearen Mannigfaltigkeit als sinnvoll.
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Definition 9.14.
Sei X ein Banachraum iiber R, V ein Unterraum von X und u* ein beliebiges festes Element
aus X. Durch

M=vu"+V:={u*"+v|veV}
wird eine lineare Mannigfaltigkeit erklirt.

Bemerkung 9.15.
Jede Gerade oder Ebene ist eine lineare Mannigfaltigkeit. Z.B. ist die Ebene

E = {(z,y,2)T e R | (z,y,2)T =a+tb+sc, t,s€ER
und a,b,c € R?, b,c linear unabhiingig}
darstellbar als
E=a+E

wobei Fy die zu E parallele Ebene ist, die durch den Ursprung geht (also den Nullvektor enthélt).
Ej ist ein Unterraum des R?, denn die Summe zweier Ebenenpunkte ist wiederum Punkt der
Ebene.

Es gilt nun fiir Variationsprobleme mit Nebenbedingungen der

Satz 9.16.
Es seien f : X — R, V Unterraum von X und M = u* +V (lineare Mannigfaltigkeit). f sei
Frechet-differenzierbar auf X. Hat die Einschrinkung f|pr in uy ein Eztremum, so gilt

f'lwolh =0, firalle heV. (240)

Beweis.
Wir definieren f(v) := f(u* + v) fiir alle v € V.Es ist damit f : V — R auf dem Unterraum V
definiert. Es folgt fiir v, h € V iiber die Frechet-Differenzierbarkeit von f

fo+h)=fw +v+h)=fu* +v)+ fu* +v]h+E@u +v+h)
mit der Eigenschaft

R +vth) o g b)) >0.

IRl

Mit k(v) := k(u* + v) hat man
fo+h)=f)+ flu +vh+Ekv+h), ReV.

Daraus folgt, daB f'[u*+uv]h = f [v]h zu setzen ist. Nach Satz 9.12 gilt aber fiir jede Extremalstelle
vg € V von f die Gleichung f'[vg]h = 0 fiir alle h € V. Mit up := u* + vy ist dies gerade die
Behauptung (240). O

Definition 9.17. (Variationsproblem auf einer linearen Mannigfaltigkeit)

Es sei f : X — R Frechet-differenzierbar auf dem Banachraum X {iber R und es sei M = u*+V
eine lineare Mannigfaltigkeit in X (V' C X Unterraum, u* € X). Gesucht sind die Elemente
ug € M mit

Fluglh =0, firalle heV. (241)

Diese Elemente ug heiflen stationdre Punkte von f mit der Nebenbedingung ug € M.
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Beispiel:
Variationsprobleme gehen oft von dem Integral

b
I(u) = / Flz, u(z), ' (z)) da (242)

aus, wobei w = F(z,y, z) eine zweimal stetig differenzierbare Funtion auf [a,b] x R x R ist, und
u(a) = uq und u(b) = uy vorgegeben sind (Brachystochrone-Problem). Es ist eine stetig differen-
zierbare Funktion v : [a,b] — R gesucht, die I(u) staioniir (extrem) macht, also I'[u]lh = 0 fiir
alle h mit h(a) = h(b) = 0 macht (als Banachraum X haben wir hier die stetig differenzierbaren
Funktionen auf [a, b] und als lineare Mannigfaltigkeit M die Elemente v € C'[a,b] mit v(a) = u,
und v(b) = up). Wir berechnen I'[u] aus der Differenz I(u + h) — I(u) mit h(a) = h(b) = 0.

Ifu+h) — I(w) = [[F(z,u+ho +h) - F(z,ud)|dz
0
L @ ua) | b | + k(e b, )]dz
hl
= PFy(x, u, Y + By (w,u,w! W )da + [° k(b 1) do
wobei
k(z,h,h'
k(z,h, 1) — 0 fir |[|h|| =0 (||h|| := max |h(z)| + max |h'(z)]).
Hh” z€la,b] z€[a,b]

Die Konvergenz ist gleichméiBig. Damit gilt fiir das zweite Integral
1 b
—/ k(@ h ) dz — 0 fiir ||l = 0.
1Al Ja
Das erste Integral ist beziiglich h linear und stetig, damit folgt
b
I'lulh = / [Fy(z, u,u')h + Fy(z,u,u')hdz .
a

Zur Vereinfachung der Gleichung I'[u]h = 0 wird der zweite Teil mit der partiellen Integration
umgeformt, man erhilt

b
/ F,K dz = h(b)F, (b, h(b), b (b)) — h(a)F,(a, h(a), K (a))

a

b
d
— [ (oo (@)h(a) da
o dz
Damit erhilt man fiir I'[u]h
b d
ulh = / [Py () — P, i (243)
a L
Dieses Integral verschwindet fiir alle » € V genau dann, wenn gilt:
d
Fy(z,u,u') — —Fy(z,u,u’) = 0. (244)
dx
Die Gleichung (244) heifit Euler-Lagrange Differentialgleichung zum Variationsproblem fiir das

in (242) definierte Funktional I(u). Die Losungen der Differntialgleichung sind die gesuchten
stationdren Punkte, unter der Nebenbedingung u(a) = ug, u(b) = up.
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9.4 Klassische Variationsrechnung

Beim Beweis des Satzes 9.12 haben wir zur Berechnung der Frechet-Ableitung u in der Form
u = ug~+th mit ||h|| = 1 und ¢ > 0 aufgeschrieben, und f’[ug]h im Ergebnis eines Grenzprozesses
fiir £ — 0 erhalten. Es galt

1
lim = (uo + th) — f(uo)] = f'Tuolh
In der klassischen Variationsrechnung definiert man

Definition 9.18. (Gateaux-Ableitung - Variation eines Funktionals)
Sei f: D — R, D CV ein Funktional und V ein Vektorraum iiber R, y € D und v € V mit
y+ ev € D. Fiir alle € € (—eg, €p) heiflt

7 (ysv) = lim ~1f(y + ) = ()] = ST+ )l -

e—0 €

erste Variation oder Gateauz-Ableitung von f an der Stelle y in Richtung v, sofern der Grenzwert
existiert.
Als zweite Variation von f bezeichnet man

2

d
8 f(y;v) := ﬁf(y + €v) =0 -
€
Die Anderungsfunktion
oy =ev

nennt man Variation der Funktion y(z). Die Variation dy ist Element von V.

Korollar 9.19.
Exzistiert die Frechet-Ableitung von f an der Stelle y, so gilt

f'lylh = 6f(y;h) .

Korollar 9.20.
Fiir eine Losung y* des Variationsproblems

fly) = Extr.! yeD
ergibt sich aus dem Satz 9.12, daf fir alle v mit y* + ev € D (zuldssige v)
5f(y*5v) =0

sein mufs, sofern die Gateauz-Ableitung existiert.
Fiir die zweite Variation von f muf

8 f(y*;v) >0

gelten.
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9.5 Einige Variationsaugaben
9.5.1 Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten

Gesucht ist eine Funktion y € C?[a,b] mit y(a) = yo und y(b) = yi, also eine Funktion, de-
ren Graph die Punkte (a,y9) und (b,y;) miteinander verbindet. Die Suche nach der kiirzesten
Verbindung bedeutet nun die Minimierung des Funktionals

=/abmdw-

Durch die Forderung y(a) = yo und y(b) = y; handelt es sich um eine Variationsaufgabe auf der
linearen Mannigfaltigkeit (y* € C?[a,b] mit y*(a) = yo und y*(b) = y1)

M={y*+v|veC?a,b] mit wv(a)=uv(b)=0}.

Fiir die Funktion F' aus (242) ergibt sich

F(z,y,9') = \/1+y".

Damit lautet die Euler-Lagrange-Differentialgleichung zur Ermittlung stationdrer Punkte
d y'(z) —0
dz \ \/1+y'(z)” '

= ¢ = const.

Damit mufl

gelten, und es folgt

Y (z)=a:==%

T bzw. y(z)=azx+b.

Die Beriicksichtigung von y(a) = yo und y(b) = y; ergibt schliefflich

Z/1—yo(
r1 — X0

y(z) =ax+ b=y + T —xg) ,

also - nicht unbedingt iiberraschend - die Gerade, die die Punkte verbindet.

9.5.2 Das Fermat-Prinzip

Das Fermat-Prinzip besagt, dafl ein Lichtstrahl denjenigen Weg sucht, den er in kiirzester Zeit
zuriicklegen kann. Die Geschwindigkeit im anisotropen Medium sei w = w(z,y), dann ergibt
sich fiir den Lichtweg y(z) die Zeit

0= [lan [ o

Mit dem Brechungsindex n(z,y) =

/ W

w( ) ergibt sich das zu minimierende Funktional

T(y) = /wl n(z,y)v1+y (z)*dz. (245)



9 VARIATIONSRECHNUNG 159

Die Euler-Lagrange-Differentialgleichung soll nur fiir den Fall n(z,y) = n(y), also den Fall, daf§
der Brechungsindex nur von der Hohe in der vertikalen (z,y)-Ebene abhingt, betrachtet werden.

Mit F(y,y') = n(y)v/1 + y'? ergibt sich die Euler-Lagrange-Differentialgleichung zu

1 2
"= —<n'(y)(1+y7). 246
V' = s )+ (246)
Nun kann man abhingig vom konkreten Brechungsindex die Gleichung (245) 16sen. Fiir n(y) =
ﬁ erhélt man als Lichtweg eine Zykloide (Brachistochrone). Mit n(y) = i wird (245) zu
p'=-1-y? = 0=y +y° +1= () +1 =1  +a*=cx +d,

mit Kreisen y? 4+ 22 = cz + d als Losung.
Aus (246) kann man unter Nutzung der Kriitmmungsformeln (siehe HM II-Skript) die Kriitmmung
des Lichtstrahls mit

n'(y)
n(y)v1+y'2

aufschreiben. In der Luft nimmt der Brechungsindex mit der Héhe ab und damit wird n'(y) < 0.
Dann ist auch x < 0 und die Lichtstrahlen konvex, d.h., man sieht die Sonne noch, obwohl sie
schon untergegangen ist (siche auch Abb. 28).

y

KR =

?,//

Abbildung 28: Untergegangene Sonne

9.5.3 Kubische Splines als Ergebnis einer Variationsaufgabe

Gegeben seien (n + 1) paarweise verschiedene Stiitzstellen zyp < z1 < ... < zy, die im Sinn
wachsender Abszissen numeriert seien, und zugehdérige Stiitz- oder Funktionswerte g, Y1, ..., Yn-
Gesucht wird eine mindestens einmal stetig differenzierbare Interpolationsfunktion s(z) mit
s(z;) = y; fir i = 0,1,...,n. Wir gehen nun vom Modell aus, wonach durch die gegebenen
Stiitzpunkte eine diinne, homogene Latte gelegt sei, die in den Stiitzpunkten gelenkig gelagert
sei und dort keinen dufleren Kriften unterliege. Dann soll die Biegelinie der Latte die Losung
s(z) der Interpolationsaufgabe sein (siehe Abb. 29).
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y

Abbildung 29: Biegelinie

Nach Extremalprinzipien wird die Deformationsenergie der Latte durch ihre angenommene Form
minimiert. Sie ist fiir eine diinne, homogene Latte unter vereinfachenden Annahmen und, abge-
sehen von physikalischen und geometrischen Konstanten, durch den Integralausdruck bzw. das
Funktional
1 [
E(s) = 5/ s"(z)? dz
o

gegeben. Die gesuchte Spline-Interpolierende definieren wir als Lésung von folgender Varia-
tionsaufgabe unter den prézisierten Nebenbedingungen (Variationsaufgabe auf einer linearen
Mannigfaltigkeit)

a) Die Funktion s(z) erfiille die Interpolationseigenschaft

s(z;)) =y; fir 1=0,1,...n.

b) Die Funktion s(z) sei an allen inneren Stiitzstellen z;, i = 1,2, ...,n — 1 mindestens einmal
stetig differenzierbar.

c) Zwischen der Stiitzstellen sei s(z) viermal stetig differenzierbar.

d) s(z) minimiere das Funktional
1 [
E(s) = —/ s"(z)* dx . (247)
To

Notwendig fiir eine Losung s*(z) der eben formulierten Variationsaufgabe ist das Verschwinden
der ersten Variation, also

0E(s*;v) =0. (248)
Fiir die erste Variation berechnet man
SE(s*;v) = lime,o1 [% Jor(s"(2) + 0" (2))? dz — § [ s"(x)? d:v]
= 1lim S (s" (@)% + 2e8" (z)v" (2) + 0" (z)? — 5" (2)?) da
= [P §"(z)v"(z)dz .

zo



9 VARIATIONSRECHNUNG 161

Nach zweimaliger partieller Integration erhilt man unter Nutzung der Additivitdt des Integrals
beziiglich des Integrationsintervalls fiir die notwendige Bedingung

SE(s50) = / Y@ (5) da (249)

i=1 v %i-1

n T;
= Z{ Iz - " (z)v(x) Z_l —I—/ s (z)v(z) dac} =0.

i1
Wegen der Eigenschaft a) mufl v(z;) = 0 fir ¢ = 0,1,...,n sein (s*(z) = s(z) + v(z) muf die
Bedingung a) erfiillen). Folglich entfallen die ausintegrierten Terme, die v(x) enthalten. Aus der
Stetigkeitsforderung b) fiir die erste Ableitung von s(z) folgt auch die Stetigkeit von v'(z), da
s*(z) = s'(x) +v'(x) ja stetig sein muf (zulissig sein mufl). Damit gilt v/(z; — 0) = v'(z; +0) =
v'(z;) und wir kénnen (249) wie folgt darstellen:

0E(s";v) = 5" (zn — 0)v/(zn) — 5" (z0 + 0)v' (z0) (250)

—Z{s”xz—l—o —§"(x; — 0)}o' (=; —I—Z/ s (z)v(z)dz =0.
Ti—1

Fordert man nun von s(z) zuséitzlich zu den Bedingungen a) und b)

s® (£) =0 firalle z# xg,%1,...,%n (251)
s"(z; +0)=5"(z; —0) fir i=1,2,...,n—1 (252)
8" (z9) = s"(z) = 0, (253)

dann ist die notwendige Bedingung dF/(s*;v) = 0 fiir alle zuléissigen Variationen v(z) erfiillt.
Mit den Bedingungen a) und b) aus der gestellten Variationsaufgabe und die Forderungen (251),
(252) und (253) hat man nun die Grundlage fiir die Berechnung der Splines.

Fiir die zweite Variation von E errechnet man

Tn
82E(s*;v) = / v ()% dx
o
und sieht damit sofort, daB 62 E(s*;v) > 0 ist. Damit ist die zweite notwendige Bedingung fiir
ein Extremum von E an der Stelle y* erfiillt (nach Satz 9.20). Wegen der Bedingung (251) ist
die gesuchte Spline-Interpolierende s(z) in jedem Teilintervall (z;, z;+1) ein kubisches Polynom

si(x) = ai(x — ;)% + bi(x — 23)? + ¢i(z — z3) + d; i=0,1,..,n—1. (254)

Wegen (252) ist nicht nur die erste, sondern auch die zweite Ableitung von s(x) an den inneren
Stiitzstellen stetig. Die zweite Ableitung verschwindet an den Stiitzstellen zy und z,,.

Zur Bestimmung der Koeffizienten a;, b;, ¢;, d; sei auf die HM II verwiesen (Skript, Abschnitt
Interpolation).

9.6 Natiirliche Randbedingungen, Transversalitéit

Bisher haben wir Variationsprobleme besprochen, bei denen z.B. eine Kurve durch einen Anfangs-
und einen Endpunkt fiithren soll (etwa y(a) = yo und y(b) = y1). Betrachtet man z.B. das Pro-
blem der Suche nach denjenigen Funktionen aus C?[a,b], deren Graph die Punkte (a,) und
(b, y1) miteinander verbindet, und die bei Rotation um die z-Achse eine Fliche mit kleinstmogli-
chen Flicheninhalt erzeugt. Aus der HM I/HM II (Guldinsche Regeln) wissen wir, dafl der Inhalt
der Mantelfliche

b
S(y) = 2r / (@) VIt (@) dz (255)



9 VARIATIONSRECHNUNG 162

ist. Die Euler-Lagrange-Differentialgleichung lautet

12
P Vity? - A

y 1+y'?

Vity? ' 1+y”

1+y?—

1+y” —yy" =0.
Als Losung dieser Differentialgleichung findet man

y(z) = ccosh rta )
c

also Kettenlinien. Die Konstanten @ und ¢ sind nun so zu bestimmen, dafl y(a) = yo und y(b) = 11
gilt (darauf soll hier verzichtet werden).

Verzichtet man nun auf die Fixierung der Kurve im Punkt (b, y1) und sucht die Kurve, die durch
(@, yo) lduft und (255) minimal macht, erhdlt man Rand z = b im Ergebnis der Variationsaufgabe
eine natirliche Randbedingung.

Das Variationsproblem

b
fly) = / F(z,y,y')dr = Extr.

besteht nun in der Suche einer Funktion y € C?[a,b] mit y(a) = yo. Die Auswertung der
notwendigen Bedingung d f (y;v) = 0 fithrt auf die Gleichung

b
d
vFy +/ (Fy - ﬂFy) vdz =0 (256)
a

fiir alle zuldissigen v mit v € C?[a,b], v(a) = 0. Da v mit v(a) = v(b) eine zulissige Variation
ist, folgt aus (256) wie gehabt die Euler-Lagrange-Differentialfleichung

d
Fy - %Fy/ :0

Als weitere Bedingung muf} auch vFy ‘Z gleich Null sein, wenn fiir ein zulissiges v nun v(b) # 0

gilt, muf} zur Erfiillung von vFy Z = 0 die natirliche oder freie Randbedingung

Fy (b,y(b),y (b)) =0 (257)

gelten.

Kehren wir noch einmal zu dem oben behandelten Problem der Minimalfiche eines Rotati-
onskorpers zuriick und lassen die Bedingung y(b) = y; fallen. Die natiirliche Randbedingung
(257) lautet fiirr F(z,y,y') = y/1 + ¢

y(b)y'(b) =0.

Unter den Kettenlinien (Ergebnis der Losung der Euler-Lagrange-Gleichung) durch den Punkt
(a, o) erzeugt also diejenige bei Rotation um die z-Achse die kleinste Mantelfliche, die senkrecht
auf die Gerade = = b trifft (sieche Abb. 30).

Nun soll nur noch kurz auf die Transversalitéitsbedingungen hingewiesen werden, die eine Ver-
allgemeinerung der natiirlichen Randbedingung darstellt.

Im Gegensatz zu dem eben besprochenen Fall der natiirlichen Randbedingung 148 man den
Randwert y(b) nicht auf einer Geraden x = b frei, sondern man sagt nur, dafi er auf einer
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y
Y
freier Rand
' x=b
y(x)
a b X
Abbildung 30: Kettenlinie
y
Yo
L 0
y*+ev r(b)
a b(é) b x

Abbildung 31: Transversalititsbedingung

vorgegebenen Kurve y = r(z) liegen soll. Die Intervallgrenze b liegt also nicht a priori fest,
sondern ist ein Ergebnis der Losung der Variationsaufgabe

b
| Py, @)ds = Batrl yla) =w. y(b) =r(). (259)
a
Neben y(z) ist noch b zu bestimmen. Man nimmt b und y*(z) als Lésung an. Die Vergleichs-

funktion y.(z) = y*(z) + ev(z) mit v(a) = 0 treffe bei b(e) auf die Kurve y = r(z). In diesem
Fall hingt die obere Grenze in

b(e)
W= [ Ployle)y (@) do (259)
a
von € ab. Die Anwendung der Leibnizregel fiir Differentiation von Parameterintegralen ergibt
. b -
0=h(0) = / [Fy(z,y", 5" o + Fy (z,y",y" )0 dz + F (b, y* (b), 5™ (b)) - b(0) .
a

Aus der Bedingung y(b(€)) = f(b(e)) fiir die variierte Funktion errechnet man durch Differen-
tiation nach e

oy — V(0
O O8
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Dies in setzt man in die obige Gleichung ein und fithrt wie zur ersten Herleitung der Euler-
Lagrange-Differentialgleichung eine partielle Integration durch, es ergibt sich

b d F
0= j [Fy — %Fy/]fu(:c) dxr + [Fyr + fy*,]v |w:b .

Hieraus folgt fiir ein v mit v(b) = 0 zum einen die Euler-Lagrange-Differentialgleichung und aus
dem zweiten Summanden auf der rechten Seite folgt mit

F .

die Transversalititsbedingung zum Variationsproblem (258).



Anhang 165
Einige wichtige Formeln
1.) Wichtige Ableitungen
Funktion Ableitung | Bemerkung || Funktion Ableitung | Bemerkung
C (Konstante) | 0 sinhz = £=£= | chz
x* az® ! o reell coshz = % shz
In|z| 1 tanh ﬁi
log, || zﬁm a>0,a#1 | cothz g
e® e® arsinh x > lz] <1
Ti+1
a® a®lna a>0 arcosh wiil lz| <1
sinx cos artanh x 1_1$2 lz] <1
cos —sinx arcoth _m21—1 |z| > 1
arc sinx 11—332 lz| <1 arccos x - 11_962 lz] <1
arctanx H—% arccotzx _1+17
2.) Einige Substitutionen (R bezeichnet rationale Funktion, m,n, k natiirliche Zahlen)
Integral Substitution
| R(sinhz,coshz,e®)dz t=c¢e
| R(sinz,cos z)dz t=tang (dr = 1ft2 dt)
[ R(sin’z, cos®z) dz t=tanz
[ R(sinz)cos zdz t=sinc
| R(cos z)sin = dz t=cosz
| R(=, \"/‘;iid)dx ad —PBy#0 t=17 (ﬁ—ig
| R(=, —(z+p)%)dz a>0,z+8=asint
J R(z, +(z+p)%)dr a>0,z+p=asinht
| R(=, ($+ﬂ) —a?)dz  a>0,r+ B =acosht
[R(z,\/az?+2Bx+7)dz a>0,t=\/az?2+2Bz+7+z/a
[ z™(a + Bz™)Fdx k€ Z,t= {/z,(r kgV der Nenner von m und n)
[ z™(a + Bz™)*da m—“ € Z,t = Yo+ Bz™( q Nenner von k)
[ z™(a + pz™)rdz m+1 +keZ,t=1q a+ﬂz ( q Nenner von k)
3.) Einige unbestimmte Integrale
Integral eine Stammfunktion
f sinn(ax) dz — _sin" oz noz cos (o) 4 = 1 f sin"~ 2(O£.T) dr né€ N\ {O 1}
[ cos™(az) dz = wsn_l(cﬂ sin(ae) | "T_l [ cos" ?(az)dr neN\{0,1}
fmdx = \}Barctan(%’), D=c->0
1 _ z+b (2n—3)
f (z24+2bz+c)™ dr = 2(n—-1)D(z2+2bz+c)» 1 + 2(n— 1)D f x2+2bm+c) —rdr ,n€ N\ {O’ 1}
(z+8) (2z+2b) (28—2b)
f (z2+2bz+c)™ dzx 2 f (;U2—|—2bzc+c dr + 3 f (z2+2bz+c)™ dzx
4.) Identitaten fiir trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen
. _ 2tan} B 1f(tan%)2 _ 2tan§ . lf(tan%)2
S’L?’L.’L‘—W COS.’I)—W tanw-w Ctg:[,‘_w
sin’z + cos?z =1 sinZ =,/31(1—cosz) cost=./2(1+cosz) cosh’z — sinh’z =1
sin%:l sin§:§ sin%z@ sin 5 =1

sin(ax f) = sinacos B £cosasinf cos(ax ) =cosacosf F sinasinf

5.) Binomischer Lehrsatz

(D)

n
14

n

(CI, + b)n v=0
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